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第 2章 矢量及并矢分析

2.1 广义正交曲线坐标系

2.1.1 单位矢量与度量因子

u3

u1

u2

dl2

dl3

dl1

图 2.1 体积元

设正交曲线坐标为 p.u1; u2; u3/, 直角坐标：

p.x; y; z/,则有

u1 D g1.x; y; z/

u2 D g2.x; y; z/

u3 D g3.x; y; z/

9>>=>>;
x D G1.u1; u2; u3/

y D G2.u1; u2; u3/

z D G3.u1; u2; u3/

(2.1)

一般来说,微分 dui 并不一定具有长度量纲,并

沿着坐标曲线的弧长微元矢量 dli 的,只有用适当

的系数 hi 乘 dui 才得到弧长,即

dl D Ou1 dl1 C Ou2 dl2 C Ou3 dl3 D Ou1h1 du1 C Ou2h2 du2 C Ou3 du3 (2.2)

hi 称为度量因子 (Lamé系数),其中 Ou1; Ou2; Ou3 一般不是常矢量. 因为在直角坐标系下 dl D

Ox dx C Oy dy C Oz dz,设 dl 只沿 u1线方向, u2; u3为常数,则

Ou1 D
dl

h1 du1
D

Ox dx C Oy dy C Oz dz

h1 du1

D Ox
1

h1

@x

@u1
C Oy

1

h1

@y

@u1
C Oz

1

h1

@y

@u1

D Ox
1

h1

@G1

@u1
C Oy

1

h1

@G2

@u1
C Oz

1

h1

@G3

@u1

(2.3)

其中

dx D
@x

@u1
du1 C

@x

@u2
du2 C

@x

@u3
du3

同理

Ou2 D Ox
1

h2

@G1

@u2
C Oy

1

h2

@G2

@u2
C Oz

1

h2

@G3

@u2
: (2.4)

Ou3 D Ox
1

h3

@G1

@u3
C Oy

1

h3

@G2

@u3
C Oz

1

h3

@G3

@u3
: (2.5)
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其中 hi ; i D 1; 2; 3 为度量因子, 以及已知 G1; G2; G3, 则 Oui ; i D 1; 2; 3 可确定. 由

于 dl D Ox dxC Oy dyC Oz dz,若只沿 u1方向,则 dl1 D dl D Ox
@x

@u1
du1 C Oy

@y

@u1
du1 C Oz

@z

@u1
du1,

所以

dl1 D h1 du1 D

��
@G1

@u1

�2

C

�
@G2

@u1

�2

C

�
@G3

@u1

�2�1
2

du1

即

hi D

p� 3X
nD1

�
@Gn

@ui

�2�
; i D 1; 2; 3

体积元为

dV D h1h2h3 du1 du2 du3 D
du1 du2 du3

j5 du1jj5 du2jj5 du3j
(2.6)

2.1.2 坐标变换下单位矢量间的关系

设

dl D h1 du1 Ou1 C h2 du2 Ou2 C h3 du3 Ou3 （变前的坐标系）

dl D h0
1 du0

1 Ou0
1 C h0

2 du0
2 Ou0

2 C h0
3 du0

3 Ou0
3 （变后的坐标系）

于是有 8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

Ou0
1 D

@l

h0
1@u

0
1

D Ou1
h1

h0
1

@u1

@u0
1

C Ou2
h2

h0
1

@u2

@u0
1

C Ou3
h3

h0
1

@u3

@u0
1

Ou0
2 D Ou1

h1

h0
2

@u1

@u0
2

C Ou2
h2

h0
2

@u2

@u0
2

C Ou3
h3

h0
2

@u3

@u0
2

Ou0
3 D Ou1

h1

h0
3

@u1

@u0
3

C Ou2
h2

h0
3

@u2

@u0
3

C Ou3
h3

h0
3

@u3

@u0
3

(2.7)

特别地,对和直角坐标之间的变换,用矩阵表示,有

2664
du1

du2

du3

3775 D

2666666664

@u1

@x1

@u1

@x2

@u1

@x3

@u2

@x1

@u2

@x2

@u2

@x3

@u3

@x1

@u3

@x2

@u3

@x3

3777777775

2664
dx1

dx2

dx3

3775 D ŒT �

2664
dx1

dx2

dx3

3775 (2.8)

其中 ŒT �为变换矩阵,矩阵 ŒT �的行列式称为 Jacobi式,记为

J D jT j D
@.u1; u2; u3/

@.x1; x2; x3/
D .5u1;5u2;5u3/ (2.9)
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在 J ¤ 0时,有

ŒT �Œdxi � D Œdui � D ŒT �ŒT ��1Œdui �

例 椭圆柱坐标系,

x D G1 D p cosh � cos �

y D G2 D p sinh � sin �

z D G3 D z

9>>=>>;
h1 D h� D h2 D h� D p

q
cosh2 � � cos2 �

h3 D hz D 1
(2.10)

证明

h1 D h� D

"�
@x

@�

�2

C

�
@y

@�

�2
# 1

2

D
�
.p sinh � cos �/2 C .�p cosh � sin �/2

� 1
2

Dp
�
.cos2 � � 1/ cos2 �C cosh2 �.1 � cos2 �/

� 1
2 D p

q
cosh2 � � cos2 �

2.1.3 变量分离的充要条件

这里讨论的变量分离限于标量 Helmholtz方程[59]

52 C k2 D 0 (2.11)

由后述式 (2.45),在正交曲线坐标系下展开为

3X
nD1

1

h1h2h3
·
@

@un

ˇ̌̌̌
h1h2h3

h2
n

@ 

@un

ˇ̌̌̌
C k2 D 0 (2.12)

设有 3 � 3行列式如下

S D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌'11 '12 '13

'21 '22 '23

'31 '32 '33

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌ (2.13)

则按第一列各元素的代数余子式展开,有

3X
nD1

Mn'n1 D S;

3X
nD1

Mn'nm D 0;m ¤ 1 (2.14)

其中

M1 D
@S

@'11
D

ˇ̌̌̌
ˇ'22 '23

'32 '33

ˇ̌̌̌
ˇ ; M2 D �

ˇ̌̌̌
ˇ'12 '13

'32 '33

ˇ̌̌̌
ˇ ; M3 D

ˇ̌̌̌
ˇ'12 '13

'22 '23

ˇ̌̌̌
ˇ
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若方程 (2.12)可以展开为分离变量

 .u1; u2; u3/ D U1.u1/U2.u2/U3.u3/ (2.15)

且分别满足方程

1

fn

d

dun

�
fn

d

dun
Un.un/

�
C
�
k2

1'n1 C k2
2'n2 C k2

3'n3

�
Un.un/ D 0 (2.16)

式中 n D 1; 2; 3; k1 D k,而 k2、k3 为新的分离常数. 若将上式乘以
Mn

S
UlUm,其中 n; l;m D

1; 2; 3; n ¤ l ¤ m,再对 n求和,考虑到 (2.14)的关系,可得

3X
nD1

Mn

Sfn

@

@un

�
fn
@ 

@un

�
C k2 D 0 (2.17)

则此式与 (2.12)形式相同. 由此可知,若 (2.12)式可分离为如式 (2.16)的三个独立常微分方

程,须满足下列条件:

1. f1; f2; f3应该分别仅为 u1; u2; u3的函数,即 fn D fn.un/;

2. 行列式 S的每一行中各元素 'nm应当仅为 un的函数. 具有这种特性的行列式称为 Stäckel

行列式. 显然,第一列各元素的余子式Mn应当与 un无关.

3. 比较式 (2.12)和式 (2.17)可知,因子
h1h2h3

h2
n

应为 fn.un/与另一函数 gn.ul ; um/的乘积,

gn与 un无关. 即

h1h2h3

h2
n

D fn.un/gn.ul ; um/; ; n; l; m D 1; 2; 3; n ¤ l ¤ m (2.18)

将式 (2.18)代入式 (2.12),可知

h2
n D

S

Mn
(2.19)

于是

h1h2h3

S
D
f1.u1/g1.u2; u3/

M1.u2; u3/
D
f2.u2/g2.u3; u1/

M2.u3; u1/
D
f3.u3/g3.u1; u2/

M3.u1; u2/
(2.20)

由此求得
h1h2h3

S
D f1.u1/f2.u2/f3.u3/ (2.21)

这样,若在给定坐标系中, Stäckel行列式存在,且式 (2.21)成立,那么 Helmholtz方程在相应

的坐标系中即可分离变量.
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例 直角坐标系中, h1 D h2 D h3 D 1,由式 (2.18)有

1 D f1.x/g1.y; z/

1 D f2.y/g2.z; x/

1 D f3.z/g3.x; y/

可见 f1 D f2 D f3 D 1, S D 1, M1 D M2 D M3 D 1,经过试探以后可以建立 Stäckel行列

式为

S D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌0 �1 �1

0 1 0

1 0 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌

因此, Helmholtz方程在直角坐标系中是可以分离变量的.

又如在圆柱坐标系中, h1 D h3 D 1, h2 D �,于是有

� D f1.�/g1.'; z/
1

�
D f2.'/g2.z; �/

� D f2.z/g2.�; '/

由此可知 f1 D �; f2 D f3 D 1, S D 1, M1 D M2 D M3 D 1,则有

S D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ
0 �

1

�2
�1

0 1 0

1 0 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ

球坐标下, f1 D r2; f2 D sin �; f3 D 1, M1 D 1;M2 D
1

r2
;M3 D

1

r2 sin2 �
, Stäckel行列式为

S D

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌
1 �

1

r2
0

0 1 �
1

sin2 �
0 0 1

ˇ̌̌̌
ˇ̌̌̌
ˇ̌

2.2 电磁理论中的符号矢量方法

矢量场论是电磁理论中最基本的数学工具. 但是,传统的5算子及其与其它算子的组合表达

的运算法,却难以找到系统的阐述和严格的论证. 戴振铎教授对矢量场论作了全面的历史回顾,

指出了至今仍存在于矢量分析中的混淆和错误,找到了产生错误的根源,并通过 “符号矢量”方

法,系统地建立了一套完善的矢量场符号运算理论,澄清了矢量分析学科中长期存在的问题.[57]
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2.2.1 传统算子理论中的问题

众所周知,在笛卡尔坐标系下, 5算子的定义为

5 D Ox
@

@x
C Oy

@

@y
C Oz

@

@z
(2.22)

其中, Ox; Oy; Oz分别代表三个正交坐标轴方向上的单位矢量,若用 x1; x2; x3 分别代替 x; y; z,

则上式可表示为

5 D

3X
iD1

Oxi
@

@xi
(2.23)

在目前通用的矢量分析中,都是利用上述 5算子表述矢量场的散度和旋度的,表达形式如

下:

divF D 5 ·F D

3X
iD1

Oxi ·
@F

@xi
(2.24)

rotF D 5 � F D

3X
iD1

Oxi �
@F

@xi
(2.25)

在笛卡尔坐标系下,表面上看这个结果没有问题,但实际上,这个结果仅仅是一个形式上凑

出来的结果而不是推算出来的. 例如,认为 @=@xi 是标量算子,因而可以越过点乘和叉乘符号,直

接作用于矢量之上,这一步骤是没有根据的. 于是,当散度和旋度在其它坐标系中用5算符表达

的适合,这种概念造成的错误就会逐渐暴露出来.

从物理意义上讲,矢量的散度和旋度是不依赖与坐标系的选择的,算符 “5”和矢量符号 “F ”

的形式可用于任何坐标系中. 也就是说,如果上述算符5与矢量形式的点乘和形式的叉乘的概

念正确的化,那么在任何坐标系下,都可以将矢量的散度和旋度表示为算子5和矢量 F 之间的

点乘和叉乘.

在正交坐标系下,假定矢量的散度是一个点积,则

5 ·F D

 X
i

Oui

hi

@

@vi

!
·F D

X
i

1

hi

@Fi

@vi
(2.26)

其中, hi 是度量因子, Oui 是 i 坐标轴上的单位矢量, vi 是相应的坐标变量. 例如,对于球坐标

系, Oui D . Our ; Ou� ; Ou'/, vi D .r; �; '/, hi D .1; r; r sin �/,则5算符与矢量 F 的点乘为

5 ·F D
@

@r
Fr C

1

r
·
@

@�
F� C

1

r sin �
·
@

@'
F'
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而用正确方法求得的球坐标系下的矢量 F 的散度表达式为

divF D
1

r2
·
@

@r
.r2Fr/C

1

r sin �
·
@

@�
.sin �F� /C

1

r sin �
·
@

@'
F'

显然, 5 ·F ¤ divF . 类似的运算也可以说明 5 � F ¤ rotF . Morse等发现,若要用点乘和

叉乘表达散度和旋度,则在正交曲线坐标系中,同一个5算符表示梯度和散度,必须具有不同的

形式,才能得到正确的结果,即

5 D
X

i

Oui

hi
·
@

@vi
(对于梯度)

5 D
X

i

1

˝
Oui
@

@vi

�
˝

hi

�
(对于散度)

式中, ˝ D
Y

i

hi . 而且要按照下述计算步骤才能得到正确的结果:

"X
i

1

˝
Oui
@

@vi

�
˝

hi

�#
·F !

1

˝

X
i

@

@vi

�
˝

hi
Oui ·F

�

上述现象说明,不能简单使用5算符的同一形式,而且还要加上没有根据的规则才能得到散

度表达式的正确结果. 此外,运算中还要对含5的表达式做出一些运算方法的规则. 例如

5 � .A �B/ D .5 ·B/A � .5 ·A/B

D .5 ·Bc/A C .5 ·B/Ac � .5 ·Ac/B � .5 ·A/Bc

式中下标 c 表示该矢量对于算子而言是常矢量.

上式中第一步运算把5看成矢量,利用矢量恒等式得到;第二步把5看成微分符号,根据两

函数乘积的微分法则得出. 从所得结果看, .5 ·B/A不是 .divB/A而是 .5 ·Bc/AC .5 ·B/Ac .

再者,按规定 Bc 是常矢量, 5 ·Bc D 0,会得到错误结果,于是在传统的矢量分析中,为了避免这

一错误,不得不规定算子5必须作用于变矢量,故将 .5 ·Bc/A改为 .B · 5/A. 这种处理虽然可

以得到正确的结果,但没有合理的解释.

2.2.2 新算符的引入

戴振铎教授通过分析5算子在矢量场论中出现的问题,发现其错误的根源在于5只是梯度

算子,而散度和旋度算子根本不是5与其它算子的复合,而是独立的. 戴振铎教授引入了两个新

符号 ·5和 �5分别表示散度和旋度算子. 在笛卡尔坐标系中原有的梯度算子5和新引入的算子
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分别定义为:

5 D
X

i

Oxi
@

@xi
(2.27a)

·5 D
X

i

Oxi ·
@

@xi
(2.27b)

�5 D
X

i

Oxi �
@

@xi
(2.27c)

在正交曲线坐标系中, 5、·5和 �5分别定义为

5 D
X

i

Oui

hi

@

@vi
(2.28a)

·5 D
X

i

Oui

hi
·
@

@xi
(2.28b)

�5 D
X

i

Oui

hi
�

@

@xi
(2.28c)

5、·5和 �5具有不依赖坐标系选择的性质.

2.2.3 符号矢量方法

90年代,戴振铎教授正式提出 “符号矢量”方法,并形成了系统理论. 其核心思想是引入符号

矢量 �5,并将 �5的表达式 T . �5/定义为

T �5 D lim
4V !0

‹
s

T . On/ dS

4V
(2.29)

式中, 4V 是任意小体积, S 是包围 4V 的表面, On 是 S 面上面元 dS 的单位外法线矢量.

T . �5/是一个符号表达式,包含一个符号矢量 �5. 将一个有意义的矢量表达式中的某个矢量用

矢量 �5代替就得到了一个符号表达式. 例如,选择 T . �5/ D F · �5,那么 T . On/的形式就被限定

为 F · On,于是

F · �5 D lim
4V !0

‹
s

F · On dS

4V
D divF D

X
i

Oxi ·
@F

@xi
(2.30)

如果选择 T . �5/ D �5 ·F ,结果不变,因为 On ·F D F · On,因此

�5 ·F D F · �5 D ·5F (2.31)

上述结论正好符合散度的定义,而这个作用是通过符号矢量 �5与 F 的点乘来表达的. 如果
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选择 T . �5/的形式为 f �5或 �5f ,由式 (2.29)可以得到梯度表达式

�5f D f �5 D 5f (2.32)

如果选择 T . �5/ D �5 � F D �F � �5,可得旋度表达式

�5 � F D �F � �5 D �5F (2.33)

上述结论也是显见成立的. 对于三维体积 4V ,
‚

s F � On dS 是 F 沿表面的最大流量, 其

随 4V 趋于零 (4V ! 4S; S ! l)便过渡到二维的最大环量面密度,即 F 的旋度. 同理,对于

标量场 f ,其在某点的最大变化率的大小与方向即为 f 的梯度. 由
‚

s f On dS 得到的是 f 增加

最快的方向,取极限就得到了标量场 f 在该点的梯度5f .

由以上分析可知,符号矢量 �5可以作为梯度算子5,散度算子 ·5以及旋度选择 �5的生成矢

量.

在正交曲线坐标系下,通过推导,可以得到如下的计算 T . �5/的表达式:

T . �5/ D
1

˝

X @

@vi

�
˝

hi
T . Oui /

�
(2.34)

利用以下的关系式

X
i

@

@vi

�
˝

hi
Oui

�
D 0 (2.35)

@ Oui

@vi
D �

�
1

hj

@hi

@vj
Ouj C

1

hk

@hi

@vk

Ouk

�
(2.36)

@ Oui

@vj
D

1

hi

@hj

@vi
Ouj ; .i ¤ j / (2.37)

于是有

·5F D
1

˝

X
i

@

@vi

�
˝

hi
Fi

�
(2.38)

�5F D
1

˝

X
i;j;k

hi Oui

�
@.hkFk/

@vj
�
@.hjFj /

@vk

�
(2.39)

其中，i; j; k D 1; 2; 3顺序循环取值.

引理 2.2.1 对于任意 T . �5/表达式,式中的符号矢量 �5可以作为一个矢量,矢量代数中的恒等式

均适用.
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引理 2.2.2 对含有两个函数的符号表达式,有

T . �5; a; b/ D T . �5a; a; b/C T . �5
b; a; b/ (2.40)

其中, �5a 和 �5
b 是两个部分符号矢量,简单来讲,就是仅对 a(或 b)进行微分运算. 其定义如

下:

T . �5a; a; b/ D lim
4V !0

�‹
s

T . On; a; b/ dS

�
bDconst

4V
(2.41)

在正交曲线坐标系下,上式可化为

T . �5a; a; b/ D
1

˝

X @

@vi

�
˝

hi
T . Oui ; a; b/

�
bDconst

(2.42)

利用符号矢量方法推导矢量分析中的恒等式,不仅可以获得正确的结果,而且过程非常清晰.

如推导 rot.A �B/ W

�5 � .A �B/ D �5A � .A �B/C �5B � .A �B/

由引理 1,根据三重矢量叉乘公式有:

�5A � .A �B/ D . �5A ·B/A � . �5A ·A/B

D .B · �5A/A � . �5A ·A/B

D B · 5A �B ·5A

(2.43)

这是根据 �5的矢量性,因而有 �5A ·B D B · �5A. 同理有

�5B � .A �B/ D A ·5B �A · 5B

因此
�5.A �B/ D B · 5A CA ·5B �A · 5B �B ·5A (2.44)

2.2.4 其它常用运算及矢量恒等式

f 的 Laplace运算式:

·55f D
X

i

1

˝

@

@vi

 
˝

h2
i

@f

@vi

!
(2.45)
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F 的 Laplace运算式:

·55F D
X

i

1

˝

@

@vi

 
˝

h2
i

@F

@vi

!
D 5 ·5F � �5 �5F (2.46)

常用坐标系下的标量 Laplace算子:

圆柱坐标系

·55 �
1

�

@

@�

�
�
@

@�

�
C

1

�2

@2

@�2
C

@2

@z2
D

@2

@�2
C
1

�

@

@�
C

1

�2

@2

@�2
C

@2

@z2
:

圆球坐标系

·55 �
1

r2

@

@r

�
r2 @

@r

�
C

1

r2 sin2 '

@2

@�2
C

1

r2 sin'

@

@'

�
sin'

@

@'

�
D
1

r2

�
r2 @

2

@r2
C 2r

@

@r

�
C

1

r2 sin2 '

@2

@�2
C

1

r2 sin'

�
cos'

@

@'
C sin'

@2

@'2

�
D
@2

@r2
C
2

r

@

@r
C

1

r2 sin2 '

@2

@�2
C

cos'

r2 sin'

@

@'
C
1

r2

@2

@'2
:

a

b

a × b

图 2.2 矢量的叉乘

单位矢量的导数:

@ Ouj

@vk

D
1

hj

@hk

@vj
Ouk (2.47)

@ Oui

@vi
D �

�
1

hj

@hi

@vj
Ouj C

1

hk

@hi

@vk

Ouk

�
(2.48)

矢量恒等式

.a;b; c/ D a · .b � c/ D b · .c � a/ D c · .a � b/ (2.49)

a � .b � c/ D .a · c/b � .a ·b/c (2.50)

Lagrange恒等式 .a � b/ · .c � d/ D

ˇ̌̌̌
ˇa · c a ·d

b · c b ·d

ˇ̌̌̌
ˇ (2.51)

.a � b/ � .c � d/ D .a;b;d/c � .a;b; c/d (2.52)

5.ab/ D a5b C b5a (2.53)

·5.ab/ D a ·5bC b · 5a (2.54)

�5.ab/ D 5a � bC a �5b (2.55)
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·5.a � b/ D b · �5a � a · �5b (2.56)

5.a ·b/ D a � �5bC b � �5aC .a · 5/bC .b · 5/a (2.57)

�5.a � b/ D .b · 5/aC a ·5b � .a · 5/b � b ·5a (2.58)

�5. �5a/ D 5. ·5a/ � ·55a (2.59)

�5.5a/ D 0 (2.60)

·5. �5a/ D 0 (2.61)

证明 证明式 (2.56).

·5.a � b/ D �5a · .a � b/C �5
b · .a � b/

D b · . �5a � a/ � a · . �5
b � b/ D b · �5a � a · �5b:�

(2.62)

证明 证明式 (2.57)[3].

5.a ·b/ D �5a.b · a/C �5
b.a ·b/

D .b · �5a/a � b � .a � �5a/C .a · �5
b/b � a � .b � �5

b/

D .b · �5a/aC b � . �5a � a/C .a · �5
b/bC a � . �5

b � b/

D a � �5bC b � �5aC .a · 5/bC .b · 5/a: �

(2.63)

2.3 并矢及其运算

2.3.1 并矢函数

如果两个矢量不是点乘或叉乘,而是并乘,就构成二阶张量,也称为并矢,定义为

D D AB (2.64)

其中, A和 B 分别称为D 的前元素和后元素. 或者,考虑三个不同的矢量函数

Dj D
X

i

Dij Oxi ; j D 1; 2; 3 (2.65)

则并矢函数D 可定义为

D D
X

j

Dj Oxj (2.66)
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其中Dj 称为D 的三个矢量分量,将式 (2.65)代入式 (2.66),则

D D
X

i

X
j

Dij Oxi Oxj (2.67)

定义并矢的转置 .D/T

.D/T D BA D
X

j

OxjDj D
X

i

X
j

Dij Oxj Oxi D
X

i

X
j

Dj i Oxi Oxj (2.68)

定义并矢与矢量之间的前标积,它是一个矢量:

C · D D .C ·A/B D B.C ·A/ D B.A ·C / D
X

j

.C ·Dj / Oxj D
X

i

X
j

CiDij Oxj (2.69)

定义并矢与矢量之间的后标积,它是一个通常与前标积不相等的矢量:

D ·C D A.B ·C / D .B ·C /A D .C ·B/A

D
X

j

Dj . Oxj ·C / D
X

i

X
j

CiDij Oxi D
X

i

X
j

CiDj i Oxj
(2.70)

于是有

a · .D/T D D · a (2.71)

矢量与并矢之间同样可以做矢积,定义矢量与并矢的前矢积:

C �D D .C �A/B D
X

j

.C �Dj / Oxj (2.72)

而后矢量积定义为:

D �C D A.B � C / D
X

j

Dj . Oxj � C / (2.73)

将矢量混合积恒等式每一项分别后置 Oxj ,将所得结果求和,得到

a · .b � c/ D �b · .a � c/ D .a � b/ · c (2.74)

若将后两项中的 b变为并矢,考虑三个独立的方程:

� .a � c/ ·bj D .c/T · .a � bj / (2.75)
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再后置一个单位矢量 Oxj ,将结果对 j 求和,得到

� .a � c/T ·b D .c/T · .a � b/ (2.76)

类似地,可以得到

a � .b � c/ D .a · c/b � .a ·b/ c (2.77)

a � b D �
�
.b/T � a

�T
(2.78)

并矢与并矢的点乘:

AB · .CD/ D A.B ·C /D ¤ .CD/ ·AB (2.79)

并矢之间有四种二重运算

AB ··CD D .B ·C /.A ·D/ (2.80a)

AB ·
�CD D .B ·C /.A �D/ (2.80b)

AB�·CD D .B � C /.A ·D/ (2.80c)

AB�
�CD D .B � C /.A �D/ (2.80d)

2.3.2 并矢的分析

并矢的散度 ·5F 定义为

·5F D
X

j

. ·5Fj / Oxj D
X

i

X
j

@Fij

@xj
Oxj (2.81)

它是一个矢量函数. 并矢函数的旋度定义为

�5F D
X

j

. �5Fj / Oxj D
X

i

X
j

.5Fij � Oxi / Oxj (2.82)

此处应用了矢量恒等式 �5.Fij Oxj / D 5Fij � Oxj .

并矢函数的旋度是一个并矢函数. 一个矢量函数的梯度定义为

5F D
X

j

.5Fj / Oxj D
X

i

X
j

@Fj

@xi
Oxi Oxj (2.83)

它是一个并矢.
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若一个并矢函数是一单位并矢 I 和一个标量函数 f 的积,即 F D f I ,则

·5F D ·5.f I/ D
X

i

·5.f Oxi / Oxi D
X

i

@f

@xi
Oxi D 5f (2.84)

且
�5F D �5.f I/ D

X
i

�5.f Oxi / Oxi D
X

i

.5f � Oxi / Oxi D 5f � I (2.85)

并矢函数还具有下列计算公式:

5.ab/ D a5bC .5a/b (2.86)

·5.a b/ D a ·5bC.5a/ · b (2.87)

�5.a b/ D a �5bC.5a/ � b (2.88)

�5. �5 a/ D 5. ·5 a/ � ·5.5 a/ (2.89)

·5. �5 a/ D 0 (2.90)

2.4 矢量和并矢积分定理

2.4.1 基本积分定理

对于矢量和并矢有下列熟知的积分定理:

1. Gauss / Остроградский定理 (散度定理)

˚
V

·5F dV D

‹
S

. On ·F / dS (2.91)

¨
S

·5SF dS D

˛
l

. Om ·F / dl; . Om D Ol � On;即面元边沿外法线单矢/ (2.92)

˚
V

·5A dV D

‹
S

. On · A/ dS (2.93)

2. 旋度定理 ˚
V

�5F dV D

‹
S

. On � F / dS (2.94)

¨
S

�5SF dS D

˛
l

. Om � F / dl (2.95)

˚
V

�5A dV D

‹
S

. On �A/ dS (2.96)
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3. 梯度定理 ˚
V

5f dV D

‹
S

Onf dS (2.97)

¨
S

5Sf dS D

˛
l

Omf dl (2.98)

¨
S

5SF dV D

‹
S

OnF dS (2.99)

4. Stokes定理 ¨
S

On · �5F dS D

˛
L

F · dl (2.100)

¨
S

On · �5A dS D

˛
L

dl · A (2.101)

5. 叉积梯度定理 ¨
S

On � 5f dS D

˛
L

f dl (2.102)

6. 叉5叉积定理 ¨
S

. On � 5/ � F dS D

˛
L

dl � F (2.103)

2.4.2 Green定理

若 f1; f2在区域 V 及其闭合边界 S具有一阶连续偏导,在 V 内具有二阶连续偏导. 将 f15f2

代入 Gauss公式,有

‹
S

On ·f15f2 dS D

˚
V

5 · .f15f2/ dV D

˚
V

.f1 ·55f2 C 5f1 · 5f2/ dV (2.104)

称为第一标量 Green定理. 交换 f1; f2并与原式相减,得到

˚
V

.f1 ·55f2 � f2 ·55f1/ dV D

‹
S

On · .f15f2 � f25f1/ dS (2.105)

称为第二标量 Green定理.

类似地,将 A D F1 � �5F2代入 Gauss公式,由式 (2.56),有 ·5A D �5F1 · �5F2 � F1 · �5 �5F2,

于是可得第一矢量 Green定理:

˚
V

. �5F1 · �5F2 � F1 · �5 �5F2/ dV D

‹
S

On · .F1 � �5F2/ dS (2.106)
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第二矢量 Green定理:

˚
V

.F1 · �5 �5F2 � F2 · �5 �5F1/ dV D

‹
S

On · .F2 � �5F1 � F1 � �5F2/ dS (2.107)

进一步地, 从矢量 Green 定理出发, 还可以得到它们的并矢形式. 在第一矢量 Green 定理中,

令 F1 D P ;F2 D Qj 代入,并在每一项后并置 Oxj ,得到三个方程后相加,就得到第一矢量－并

矢 Green定理:

˚
V

�
. �5P/ · . �5Q/ �P · �5 �5Q

�
dV D

‹
S

On · .p � �5Q/ dS (2.108)

另一种表达形式:

˚
V

�
. �5Q/T · �5P � . �5 �5Q/T ·P

�
dV D

‹
S

. On �P/ · �5Q dS D

‹
S

. �5Q/T · . On �P/ dS

(2.109)

类似地,由第二矢量 Green定理,可以导出第二矢量－并矢 Green定理. 注意,为了在 Qj 后并

置 Oxj ,我们交换了式 (2.107)右端第一项的叉乘次序. 于是有

˚
V

�
P · �5 �5Q�. �5 �5P/ · Q

�
dV D �

‹
S

�
. On � �5P/ · QC. On �P/ · �5Q

�
dS (2.110)

利用同样的方法将 P 升格为并矢,得到第一并矢－并矢 Green定理:

˚
V

�
. �5Q/T · �5P �. �5 �5Q/T · P

�
dV D

‹
S

. �5Q/T · . On �P/ dS (2.111)

第二并矢－并矢 Green定理:

˚
V

�
. �5 �5Q/T · P �.Q/T · �5 �5P

�
dV D �

‹
S

�
.Q/T · . On � �5P/C . �5Q/T · . On �P/

�
dS

(2.112)
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