
计算电磁学笔记

第 4章 变分问题

4.1 变分和变分方程

简单泛函是简单函数 U.x/的函数形式之函数,是函数空间到数值空间的映射.

J fU.x/g D

ˆ x2

x1

F Œx; U.x/� dx (4.1)

其定义域是在 Œx1; x2�上有定义的可取函数集 (可测函数集) M ,泛函式中 F Œx; U.x/�是以 x

为积分变量的被积函数,是同时取决于自变量 x 与可取函数 U 的双变量函数.

函数的变分: ıU D "�.x/, " � 1是任意给定的常数, � 2 M 是可取函数. ıU 引起的泛函

式 (4.1)值的微小变化

J fU C ıU g � J fU g D

ˆ x2

x1

F Œx; U C ıU � dx �

ˆ x2

x1

F Œx; u� dx

D

ˆ x2

x1

˚
F Œx; U C ıU � � F Œx; U �

	
dx

D

ˆ x2

x1

�
@F

@U
ıU

�
dx C

1

2Š

ˆ x2

x1

�
@2F

@U 2
ıU 2

�
dx C � � �

DıJ fU.x/g C
1

2Š
ı2J fU.x/g C � � �

(4.2)

从而可定义泛函的一阶变分

ıJ fU.x/g D

ˆ x2

x1

�
@F

@U
ıU

�
dx (4.3)

和泛函的 n阶变分

ınJ fU.x/g D

ˆ x2

x1

�
@nF

@U n
ıU n

�
dx (4.4)

泛函取极值的条件是一阶变分为 0,即变分方程

由于函数变分 ıU="�.x/的任意性,可知上述变分方程等价为 Euler (微分)方程:

@F

@U
D 0; x 2 Œx1; x2� (4.5)

变分与微分概念完全不同，但运算规则上有许多相似之处，如

ı.xU / D xıU (4.6a)

ı.UV / D UıV C V ıU (4.6b)
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ı.U 0/ D .ıU /0 (4.6c)

ıU .n/
D nU n�1ıU (4.6d)

ı

ˆ
F dx D

ˆ
ıF dx (4.6e)

4.2 变分问题及 Euler边值问题

微分方程C边界条件: 边值问题

变分方程C边界条件: 变分问题

变分方程的求解和某种具有 Euler方程形式的微分方程的求解可以互相转换,但变分方程与

所附边界条件构成的变分问题和对应的 Euler边值问题未必完全等价.

泛函取极值又称泛函驻定.

4.2.1 简单泛函

即 (4.1)式. 对应 Euler方程 (4.5)式. 其边界条件

U.x1/ D a; U.x2/ D b

在变分问题中,该端点条件表示 U.x/曲线族汇交于端点 .x1; a/和 .x2; b/,称作固定端点的变分

问题.

4.2.2 含一阶导函数的泛函

设泛函

J fU.x/g D

ˆ x2

x1

F Œx; U; U 0� dx (4.7)

其函数变分为 ıU D "�.x/,其导数的变分为 ıU 0 D "�0.x/,则被积函数的变化

ıF DF Œx; U C ıU;U 0
C ıU 0� � F Œx; U; U 0�

D

�
@F

@U
ıU C

@F

@U 0
ıU 0

�
C

@2F

@U@U 0
ıUıU 0

C
1

2Š

�
@2F

@U 2
ıU 2

C
@2F

@U
02
ıU 02

�
C � � �

D"

�
@F

@U
�C

@F

@U 0
�0

�
C
"2

2
Œ� � �

(4.8)

而泛函的一阶变分

ıJ fU.x/g D

ˆ x2

x1

"

�
@F

@U
�C

@F

@U 0
�0

�
dx

分部积分 D"

(ˆ x2

x1

�

�
@F

@U
�

d

dx

@F

@U 0

�
dx C

�
�
@F

@U 0

�xDx2

xDx1

) (4.9)
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由于 "是常数, �.x/的选择具有随意性，变分方程 ıJ fU.x/g D 0等价于8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

@F Œx; U; U 0�

@U
D

d

dx

@F Œx; U; U 0�

@U 0
Euler方程

�.x/
@F Œx; U; U 0�

@U 0

ˇ̌̌̌
xDx2

D 0; �.x/
@F Œx; U; U 0�

@U 0

ˇ̌̌̌
xDx2

D 0 附加条件

(4.10)

若 �.x1/ D �.x2/ D 0,即 U.x1/ D a和 U.x2/ D b 是定值,属第一类边界条件,则固定端点

的变分问题 8̂<̂
: ıJ fU.x/g D ı

ˆ x2

x1

F Œx; U; U 0� dx D 0

U.x1/ D a; U.x2/ D b

(4.11a)

等价于第一类 Euler边值问题8̂<̂
:
@F Œx; U; U 0�

@U
D

d

dx

�
@F Œx; U; U 0�

@U 0

�
U.x1/ D a; U.x2/ D b

(4.11b)

若 �.x1/ ¤ 0, �.x2/ ¤ 0,即 U.x1/和 U.x2/不是定值,属第二类或第三类边界条件,则自由

端点的变分问题

ıJ fU.x/g D ı

ˆ x2

x1

F Œx; U; U 0� dx D 0 (4.12a)

等价于 Euler边值问题 8̂̂<̂
:̂
@F Œx; U; U 0�

@U
D

d

dx

�
@F Œx; U; U 0�

@U 0

�
@F

@U 0

ˇ̌̌̌
xDx1

D 0;
@F

@U 0

ˇ̌̌̌
xDx2

D 0
(4.12b)

其中对应于第二类和第三类边界条件的定解条件在对应的变分问题中并无要求,仿佛自然

满足,故称为自然边界条件.

4.2.3 含一阶偏导数的泛函

设多变量函数 U.r/ D U.x; y; z/,定义泛函

J fU.r/g D

˚
V

F Œr; U; U 0
x; U

0
y ; U

0
z� dv (4.13)
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记函数的变分 ıU D "�.r/,则该泛函的一阶变分

ıJ fU.r/g D

˚
V

"
@F

@U
"�C

@F

@U 0
x

"�0
x C

@F

@U 0
y

"�0
y C

@F

@U 0
z

"�0
z

#
dv

D"

˚
V

"
@F

@U
�C

 
Ox
@F

@U 0
x

C Oy
@F

@U 0
y

C Oz
@F

@U 0
z

!
· 5�

#
dv

(4.14)

利用 A · 5˚ D ·5.˚A/ � ˚ ·5A及 Gauss散度定理,可得

ıJ fU.r/g D "

˚
V

�

"
@F

@U
�
@

@x

�
@F

@U 0
x

�
�
@

@y

 
@F

@U 0
y

!
�
@

@z

�
@F

@U 0
z

�#
dv

C "

‹
SŒV �

�

"
@F

@U 0
x

. On · Ox/C
@F

@U 0
y

. On · Oy/C
@F

@U 0
z

. On · Oz/

#
ds (4.15)

由 �.r/的随意性，变分方程 ıJ fU.r/g D 0等价于定解问题8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

@F

@U
D

@

@x

�
@F

@U 0
x

�
C

@

@y

 
@F

@U 0
y

!
C

@

@z

�
@F

@U 0
z

�
Euler方程

(
�

"
@F

@U 0
x

. On · Ox/C
@F

@U 0
y

. On · Oy/C
@F

@U 0
z

. On · Oz/

#)
r2SŒV �

D 0 附加条件

(4.16)

类似上节的分析,固定边界值的变分问题8<: ıJ fU.r/g D ı

˚
V

F
�
r; U; U 0

x; U
0
y ; U

0
z

�
dv D 0

U jr2SŒV � D const;即 ıU jr2SŒV � D 0;即 �jr2SŒV � D 0

(4.17a)

等价于第一类 Euler边值问题8̂<̂
:

@F

@U
D

@

@x

�
@F

@U 0
x

�
C

@

@y

 
@F

@U 0
y

!
C

@

@z

�
@F

@U 0
z

�
D 0

U jr2SŒV � D const

(4.17b)

而自由边界值的变分问题

ıJ fU.r/g D ı

˚
V

F Œr; U; U 0
x; U

0
y ; U

0
z� dv D 0 (无边界条件) (4.18a)
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等价于自然条件的边值问题8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

@F

@U
D

@

@x

�
@F

@U 0
x

�
C

@

@y

 
@F

@U 0
y

!
C

@

@z

�
@F

@U 0
z

�
"
@F

@U 0
x

. On · Ox/C
@F

@U 0
y

. On · Oy/C
@F

@U 0
z

. On · Oz/

#
r2SŒV �

D 0

(4.18b)

4.2.4 含二阶偏导数 (不含一阶偏导)的泛函

设多变量函数 U.r/的泛函

J fU.r/g D

˚
V

F Œr; U; U 00
xx; U

00
yy ; U

00
zz�dv (4.19)

其变分方程 ıJ fU.r/g D 0等价于 Euler定解问题8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
ˆ̂̂:

@F

@U
C

@2

@x2

�
@F

@U 00
xx

�
C

@2

@y2

 
@F

@U 00
yy

!
C

@2

@z2

�
@F

@U 00
zz

�
D 0

On ·

�
Ox

�
�0

x

@F

@U 00
xx

� �
@

@x

�
@F

@U 00
xx

��
C Oy

"
�0

y

@F

@U 00
yy

� �
@

@y

 
@F

@U 00
yy

!#
C Oz

�
�0

x

@F

@U 00
zz

� �
@

@z

�
@F

@U 00
zz

��)
r2SŒv�

D 0

(4.20)

例 设已知含二阶偏导数的泛函

J fU.r/g D h� ·55U;U i � 2hU; f i (4.21)

其中 U.r/为未知实函数, f .r/为已知实函数.

按内积定义,将该泛函展开成

J fU.r/g D

˚
V

�U. ·55U C 2f / dv (4.22)

其被积函数为

F Œr; U; U 00
xx; U

00
yy ; U

00
zz� D �U.U 00

xx C U 00
yy C U 00

zz C 2f /

所以
@F

@U
D �. ·55U C 2f /;

@F

@U 00
xx

D
@F

@U 00
yy

D
@F

@U 00
zz

D �U
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代入式 (4.20)得 8̂<̂
:

�. ·55U C 2f / � ·55U D 0 ! ·55U D �f�
�
@U

@n
� U

@�

@n

�
r2SŒV �

D 0

4.2.5 约束条件下的变分问题

从可取函数集中符合某些约束条件的子集内寻求使泛函驻定的极值函数,称为约束条件下

的变分问题,也叫泛函条件极值问题,类似于多元函数的条件极值问题,可用 Lagrange乘子法求

解. 以含一阶导函数泛函为例.

4.2.6 微分方程形式的约束条件

变分问题 8̂<̂
: ıJ fU.x/g D ı

ˆ x2

x1

F Œx; U; U 0�dx D 0

第一类或无边界条件
(4.23)

附有微分方程形式的约束条件组: 8<:˚i Œx; U; U
0� D 0

i D 1; 2; : : : ; m
(4.24)

设新泛函
zJ fU.x/g D

ˆ x2

x1

zF Œx; U; U 0� dx

其中新的被积函数为

zF Œx; U; U 0� D F Œx; U; U 0�C

mX
iD1

�i .x/˚i Œx; U; U
0�

式中 �i .x/为待求的 Lagrange乘子. 于是原变分问题转化为新变分问题:8̂<̂
:
ı zJ fU.x/g D ı

ˆ x2

x1

zF Œx; U; U 0� dx D 0

第一类或无边界条件
(4.25)
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对应的 Euler方程可类似地写出为8̂<̂
:
@ zF

@U
�

d

dx
.
@ zF

@U 0
/ D 0

1st, 2nd or 3rd B.C

(4.26)

将 zF 代入上式,得 mC 1个方程,从而解出 �i .x/及条件极值函数 U.x/

8̂̂<̂
:̂
@F

@U
�

d

dx
.
@F

@U 0
/C

mX
iD1

�
�i

�
@˚i

@U
�

d

dx

�
@˚i

@U 0

��
� �0

i

@˚i

@U 0

�
D 0

˚i Œx; U; U
0� D 0; i D 1; 2; : : : ; m

(4.27)

4.2.7 泛函方程形式的约束条件

设

ıJ fU.x/g D ı

ˆ x2

x1

F Œx; U; U 0� dx D 0

附有泛函方程形式的约束条件组8̂<̂
:
ˆ x2

x1

˚i Œx; U; U
0� dx D Ci (常数)

i D 1; 2; : : : ; m

(4.28)

构作新泛函

zJ fU.x/g D

ˆ x2

x1

zF Œx; U; U 0� dx

D

ˆ x2

x1

(
F Œx; U; U 0�C

mX
iD1

�i˚i Œx; U; U
0�

)
dx �

mX
iD1

�ici

(4.29)

对于满足约束条件组的 U.x/, zJ fU.x/g D J fU.x/g,两者驻定条件也相同. 从新泛函的 Euler

边值问题可写出联立方程组8̂̂̂<̂
ˆ̂:
@F

@U
�

d

dx

�
@F

@U 0

�
C

mX
iD1

�i

�
@˚i

@U
�

d

dx

@˚i

@U 0

�
D 0

ˆ x2

x1

˚i Œx; U; U
0� dx D ci ; i D 1; 2; : : : ; m

(4.30)

解出 �i 和约束条件下的解 U.x/. 其中积分常数由 U.x/的边界条件确定.
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4.3 线性算子方程化为变分方程

如前所述,变分方程导出等价 Euler微分方程及附加的定解条件. 反之,从微分方程也应导出

其等价的变分方程. 更进一步,从已知线性算子方程也可能导出等价的变分方程,从而可以利用

变分方程的直接解法求得算子方程的近似解.

4.3.1 正算子的确定性方程

定理 设正算子 A (当然也是自伴算子)的定义域、值域分别为 DA 和 D0
A, Db 是符合所给边界

条件的函数集. 则由已知函数 f 2 D0
A � H 和未知函数 U 2 .DA \Db/ � H 构成的确定性算

子方程

AU D f (4.31a)

等价于下列泛函为极小值的变分方程

J fU g D hAU;U i � hU; f i � hf;U i D min (4.31b)

即它们的解完全一样.

证明 取任意已知函数 � 2 .DA \Db/ � H .

首先证明凡式 (4.31a)的解都满足式 (4.31b). 根据算子 A和内积的线性性质展开

J fU C �g DhA.U C �/; U C �i � hU C �; f i � hf;U C �i

D
˚
hAU;U i � hU; f i � hf;U i

	
C hA�; �i

C
˚
hAU; �i � hf; �ig C fhA�; U i � h�; f i

	
) J fU C �g � J fU g D h�; �i C hU � f; �i C

˚
h�; U i � h�; f i

	
:

由于 A是正算子,从而也是对称算子,故 hA�; �i > 0; hA�; U i D h�;AU i,所以

J fU C �g � J fU g D hA�; �i C hAU � f; �i C h�;AU � f i

显然,若 AU D f ,则 J fU C �g � J fU g > 0. 根据 �的任意性,可知 J fU g最小,式 (4.31b)成

立.

证明的第二步是证明凡式 (4.31b)的解必满足式 (4.31a).

作 V D U C ˛�, (˛是复数, � 2 .DA \Db/,为任意已知函数)的泛函,则8̂<̂
:
I D J fV g � J fU g D hA˛�; ˛�i C hAU � f; ˛�i C h˛�;AU � f i > 0

lim
˛!0

I D min :
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若 ˛ D b为实数,则根据内积性质, hbf; gi D bhf; gi,有

I Db2
hA�; �i C bhAU � f; �i C bh�;AU � f i

Db2
hA�; �i C 2b<hAU � f; �i

若 ˛ D jb为虚数,则

I Db2
h�; �i � jbhAU � f; �i C jbh�;AU � f i

Db2
hA�; �i C 2b=hAU � f; �i

由 lim
b!0

I D min,即 lim
b!0

@I

@b
D 0,只要 A是下有界算子,就有

(
<hAU � f; �i D 0

=hAU � f; �i D 0
�! hAU � f; �i D 0 �! AU D f

且此时 I D b2hA�; �i > 0故 A必须是正算子. �

4.3.2 下有界算子的本征值方程

设本征值方程

AU D �U (4.32a)

其中 A为下有界算子, U 2 .DA \ Db/ � H ,且值域 D0
A D DA. 该方程取本征值 �k.k D

1; 2; : : :/时才有对应的本征函数解

AUk D �kUk (4.32b)

定理一 下有界算子本征值方程的所有本征值都是实数;且任何两个不同本征值所对应的本征

函数之内积为 0,即互相正交. 特别地,对于本征值重根的情况,对应的本征函数未必正交,但按

照后序本征值定理的正交化步骤构成的不同本征函数仍相互正交.

证明 (1) A也是对称算子,故

hAUk; Uki D hUk;AUki D hUk; Uki
�

(2)将 AUk D �kUk 代入,注意到 hf; f i > 0,得

�khUk; Uki D ��
khUk; Uki.k D 1; 2; : : :/
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故对于非零本征函数 Uk; hUk; Uki D kUkk ¤ 0,有

�k D ��
k D实数; k D 1; 2; : : : (4.33)

又有 hAUi ; Uj i D hUi ;AUj i; .i; j D 1; 2; : : :/,将式 (4.32b)代入,且知 �k 是实数,故

�i hUi ; Uj i D �j hUi ; Uj i

所以,若 �i ¤ �j ,必有 hUi ; Uj i D 0. 或

hUi ; Uj i D ıij kUik
2.i; j D 1; 2; : : :/ � (4.34)

定理二 (最小本征值定理) 设 AU D �U 的最小本征值为 �1,对应的本征函数为 U1,满足算子

方程 8<:AU1 D �1U1

�1 D minf�kjk D 1; 2; : : :g
(4.35)

则 �1等于算子 A的下界值 (注意下界算子的定义),即下列泛函 (Rayleigh商)的极小值：

J fU g D
hAU;U i

hU;U i
(4.36)

而 U1是变分方程 ıJ fU g D 0,且 ı2J fU g > 0的解,满足8̂̂<̂
:̂
J fU1g D

hAU1; U1i

hU1; U1i
D �1

�1 D minŒJ fU g� D min

�
hAU;U i

hU;U i

� (4.37)

推论 正算子的本征值 f�kg都是正值. 因为最小的 �1 > 0.

定理三 (后序本征值定理) 设 AU D �U 的本征值序列 �1 6 �2 6 � � � 6 �n 6 �nC1 6 � � � ,若

前 n个本征值对应的 n个彼此正交的本征函数为 fU1; U2; : : : ; UnjhUi ; Uj i D ıij kUik
2g,则后序

本征值 �nC1是泛函式 (4.37)在约束条件 fhU;Uki D 0jk D 1; 2; : : : ; ng下的极小值,其对应的本

征函数是变分方程 ıJ fU g D 0且 ı2J fU g > 0的条件解,满足：8̂<̂
:
J fUnC1g D

hAUnC1; UnC1i

hUnC1; UnC1i
D �nC1

hUnC1; Uki D 0; k D 1; 2; : : : ; n

(4.38)
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4.3.3 正定算子的广义本征值方程

线性下有界算子 A、线性正定算子 B (当然也是自伴算子)构成广义本征值方程

AU D �BU (4.39a)

仅当待定常数 �取广义本征值 f�kjk D 1; 2; : : :g时才有特定解 fUkjk D 1; 2; : : :g,称为广义

本征函数解:

AUk D �kBUk; k D 1; 2; : : : (4.39b)

在电磁场的 Helmholtz或 Fredholm (广义)本征值问题中, 有无穷多本征值, 最大本征值无

确定意义. 故最小 (广义)本征值定理和后序 (广义)本征值定理提供了逐个求解 (广义)本征值

和 (广义)本征函数的唯一途径.

最大广义本征值定理将最小 (广义)本征值定理的 “下界”改为 “上界” , “min”改为 “max”,

“小”改为 “大”, ı2J > 0改为 ı2J < 0.

4.3.4 非自伴算子的确定性方程

电磁场边值问题一般属于自伴边值问题,其算子是正 (定)算子,故可以转化为等价的变分方

程. 但在特殊场合 (如有耗媒质中时谐场问题,即 Helmholtz方程中的 k2为复数,算子 ·55 C k2

不再自伴) ,算子是非自伴的,但非自伴算子方程也可能转化成变分方程.

定理 设未知场函数 U ,已知源函数 f 和非自伴线性算子 A构成非自伴线性算子方程

AU D f (4.40a)

又由独立于 U 的未知伴随场函数 W ,任意指定辅助源函数 g,构成辅助的伴随算子方程

A�W D g (4.40b)

则算子方程组 (4.40a)、(4.40b)式等价为泛函

J fU;W g D hAU;W i � hU; gi � hf;W i (4.41a)

的驻定公式,即变分方程

ıJ fU;W g D 0 (4.41b)
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证明 作变分

ıJ fU;W g DhAıU;W i C hAU; ıW i � hıU; gi � hf; ıW i

DŒhıU;A�W i � hıU; gi�C ŒhAU; ıW i � hf; ıW i�

DhıU;A�W � gi C hAU � f; ıW i

于是,若 U;W 使式 (4.40a)、(4.40b)成立,则式 (4.40b)成立;反之若 (4.41b)成立,由于 ıU; ıW

的随意性,式 (4.40a)、(4.40b)必须成立.

另一方面

I DJ fU C ˛�;W C ˇ�g � J fU;W g

D˛ˇ�
hA�; �i C ˛h�;A�W � gi C ˇ�

hAU � f; �i

˛、̌ 为常数, �、� 为可取函数,即使式 (4.40a)、(4.40b)成立, I D ˛ˇ�hA�; �i,仍不能判断 I 为正、

为零或为负,即只能证明泛函驻定 .ıJ D 0/,不能判断是极小、极大值或拐点. 对于边值问题,设

边界条件算子方程 bU D 0,辅助方程为 b�W D 0,则等价变分问题也应附有上列边界值的约束

条件 (自然条件除外).

综上,求解非自伴算子的确定性边值问题,必须同时求解其伴随边值问题.
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