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第 5章 各种泛函解法

5.1 概述

同一电磁场问题可以从微分方程、积分方程、变分方程三类不同的方程形式着手求解,结果

是等价的. 但微分方程和积分方程较难求解,只能依靠泛函方法求得近似解或函数的完备序列:

(若泛函的每个可取函数都可以用某个函数序列的线性组合任意地逼近,则该序列为完备序列.

通常,本征函数系都是正交函数的完备序列. )

泛函解法的基本思想

U.r/ D
X

�

c�'�.r/; (5.1)

式中 f'�.r/j�D1;2;:::g是某线性无关函数的完备序列,该函数序列的函数当作函数空间的基

或坐标,称为基函数或坐标函数,则展开项 fc�'�g为 U 在函数空间的坐标分量. 若选取正交函

数基序列时, ck 是函数空间中的点 U 对基 'k 投影的意义. (r D a Ox C b Oy C c Oz). 一般情况下只

能求 n级近似解

U Œn�
D

nX
�D1

c�'� (5.2)

且 limn!1 U Œn� D U ,所以基函数选取是关键,影响收敛速度及求解繁简程度.

泛函解法分为变分法和加权余量法两大类. 总是将未知函数的变分方程或线性算子方程转

化为展开系数序列的线性代数方程组.

5.2 Rayleigh-Ritz法

简称 Ritz法,为变分法的一种. 设泛函 J fU.r/g变分问题1

8<:ıJ fU.r/g D 0

U.rb/jrb2SŒV � D 0 (或无边界条件)
(5.3)

选取满足所给边界条件的线性无关完备函数序列 f'�.r/g为基,构作 n级近似解 U Œn�,则变

分方程 (5.3)可写成近似变分方程

ıJ
n
U Œn�.r/

o
D ıJ

(
nX

�D1

c�'�.r/

)
D 0 (5.4)

注意 '�.r/是已知函数,所以泛函 J
n
U Œn�.r/

o
仅是 c� 及 c�

� .� D 1; 2; : : : ; n/的函数,故 (5.4)

1若边界条件为 U.rb/jrb2SŒV � D const ¤ 0,则可通过转换化为 U.rb/jrb2SŒV � D 0
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等价于偏微分方程组 (5.3) (多元函数的极值条件) :

@J
n
U Œn�

o
@c�

D 0; 且
@J
n
U Œn�

o
@c�

�

D 0; � D 1; 2; : : : ; n (5.5)

下面分别讨论不同类型泛函的变分解法.

5.2.1 根据物理原理的直接变分解

设物理原理 (如电磁场原理)导出的变分方程,其泛函式为

J fU .r/g D

˚
V

F Œr; U; U 0
x; U

0
y ; U

00
xx; � � � � dv

则 (5.5)式简化为

@F

@c�
D
@F

@U
'� C

@F

@U 0
x

@'�

@x
C

@F

@U 0
y

@'�

@y
C � � � C

@F

@U 00
xx

@2'�

@x2
C � � � D 0; � D 1; 2; : : : ; n (5.6)

@F

@c�
D
@F

@U
'� C

@F

@U 0
x

@'�

@x
C

@F

@U 0
y

@'�

@y
C � � � C

@F

@U 00
xx

@2'�

@x2
C � � � D 0

5.2.2 确定性算子方程的变分解

设由线性正算子 A的确定性方程 AU D f 导出的变分方程:

ıJ fU g D ı ŒhAU;U i � hU; f i � hf;U i� D 0 (5.7)

将近似解 U Œn�代入其泛函式 J{U},得

J fU Œn�
g D

*
A

nX
�D1

c�'� ;

nX
�D1

c�'�

+
�

*
nX

�D1

c�'� ; f

+
�

*
f;

nX
�D1

c�'�

+

D

nX
�D1

nX
�D1

c�c
�
�

˝
A'� ; '�

˛
�

nX
�D1

c� h'� ; f i �

nX
�D1

c�
�

˝
f; '�

˛ (5.8)

注意到
@J fU Œn�g

@c�
�

D 0; � D 1; 2; : : : ; n,从而由式 (5.8)可得

nX
�D1

c�

˝
A'� ; '�

˛
D
˝
f; '�

˛
; � D 1; 2; : : : ; n (5.9)

记内积值: a�� D
˝
'�;A'�

˛
; f� D

˝
'�; f

˛
,得矩阵 Œc� �n�1 ;

�
f�

�
n�1

;
�
a��

�
n�n

; Œ'� �n�1 ,则可
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将 (5.9)式写成矩阵 �
a�

��

�
Œc� � D

�
f �

�

�
(5.10)

于是可得到 n级近似解

Œc� � D
�
a�

��

��1 �
f �

�

�
; U Œn�.r/ D Œ'�.r/�

T Œc� � (5.11)

5.2.3 广义本征值算子方程的变分解

已知广义本征值算子方程的等价变分方程

J fU g D
hAU;U i

hBU;U i
D � D min (5.12)

将 n级近似解 (5.2)式代入,得

J fU Œn�
g D

*
A

nP
�D1

c�'� ;
nP

�D1

c�'�

+
*
B

nP
�D1

c�'� ;
nP

�D1

c�'�

+ D �Œn�;

从而得
nX

�D1

nX
�D1

c�c
�
�

˝
A'� ; '�

˛
� �Œn�

nX
�D1

nX
�D1

c�c
�
�

˝
B'� ; '�

˛
D 0 (5.13)

(5.13)式两边对 c�
�求偏导,得

nX
�D1

c�

h
hA'� ; '�i � �Œn�

hB'� ; '�i

i
D 0 (5.14)

记内积值 a�� D h'�;A'�i; b�� D h'�;B'�i,得矩阵: Œc� �n�1 ;
�
a��

�
n�n

;
�
b��

�
n�n

; Œ'� �n�1,

则可将 (5.14)式写成矩阵方程 ��
a�

��

�
� �Œn�

�
b�

��

��
Œc� � D 0 (5.15)

该方程有非零解的条件是系数行列式值为零: (由于 �为实数,故所有 “*”可略去)

Pn.�
Œn�/ D det

�
Œa�

�� � � �
Œn�Œb�

�� �
�

D det
h
a�� � �Œn�b��

i
D 0 (5.16)
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这是一个关于 �Œn�的 n次多项式,可解出 n个 n级近似的广义本征值:

˚
�Œn�

�

ˇ̌
�D1;2;:::;n

I �Œn�
� 6 �

Œn�
�C1

	
这些解中最小广义本征值 �

Œn�
1 的准确度较高,而后序本征值 �k.k D 1; 2; 3; � � � /宜利用的后

序本征值定理逐个解出.

每得到一个广义本征值 �
Œn�

k
.k D 1; 2; : : :/,代入 (5.16)式即可求出一个对应的广义本征矢量

�
c�.k/

�
D
�
c1.k/

; � � � ; cn.k/

�T
并构成广义本征函数的 n级近似解:

U
Œn�

k
.r/ D Œ'� .r/�

T �c�.k/

�
(5.17)

5.2.4 基函数序列的选择

首先其必须是线性无关的完备序列,但基函数的选取并没有其他明确的限制,可以根据问题

本身的特点灵活应用,可以说合适的基函数的选取可以反映数值模型的价值,运用之妙,存乎一

心.

最简单实用的是幂函数序列和三角函数序列,既易于作微积分运算,又便于适应规则形状边

界的第一类齐次边界条件,如

1. 一维函数 U.x/若在 Œx1; x2�端点满足齐次条件 U.x1/ D U.x2/ D 0,可选取

'� .x/ D .x � x1/
i .x2 � x/��i Œ0 6 i 6 �� ; � D 1; 2; : : : ; n

或 '� .x/ D sin

�
� 

x � x1

x2 � x1

�
; � D 1; 2; : : : ; n

2. 二维函数 U.x; y/在闭域 S 的周界 @S 上 U.x; y/
ˇ̌
@S

D 0,则设 w.x; y/
ˇ̌
@S

D 0,可取:8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

'1 D w.x; y/

'2 D xw.x; y/; '3 D yw.x; y/

'4 D x2w.x; y/; '5 D xyw.x; y/; '6 D y2w.x; y/

� � �

其中 w.x; y/根据 S 的形状选择. 对矩形域 .jxj 6 a; jyj 6 b/ ,可选:

w.x; y/ D .a2
� x2/.b2

� y2/
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对圆形域 .x2 C y2 6 R2/ ,可选:

w.x; y/ D R2
� .x2

C y2/

对光滑回线 .F.x; y/ D 0/内域,可选:

w .x; y/ D ˙F.x; y/

对凸 m边形域 .aix C biy C ci D 0; i D 1; 2; : : : ; m/ ,可选:

w.x; y/ D ˙

mY
iD1

.aix C biy C ci /

虽然第二类、第三类的自然边界条件对基函数并无要求,通常可以选取简单的幂函数序列,

如:

3. 一维函数 U.x/可选取

'�.x/ D x��1; � D 1; 2; : : : ; n

4. 二维函数 U (x, y)可选取 8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

'1 D 1

'2 D x; '3 D y

'4 D x2; '5 D xy; '6 D y2

� � �

另外,若取满足边界条件的基函数,近似解序列收敛得较快,如:

5. 若 U.x/在 Œx1; x2�端点上满足齐次边界条件 U 0.x1/ D U 0.x2/ D 0,可选:

'� .x/ D cos

�
� 

x � x1

x2 � x1

�
; � D 1; 2; : : : ; n

6. 若 U.r/在边界上满足非齐次第一类边条 U.rb/ D g.rb/,则设

U Œn�
D '0 C

nX
�D1

c�'�
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其中 '0.rb/ D g.rb/,于是 .U Œn� �'0/ D
Pn

�D1 c�'�满足齐次条件
�
U Œn�.rb/�'0.rb/

�
D 0

,可按前述一维二维函数情形选取 ' 和 �.

对复杂场域或填充不同媒质的场域,可划分子域. 若子域数很多,子域内可取较低级 (n小)

的近似解,求解程序将演变为有限元法. 基函数另一种选择方案是取原算子方程不受边界条件

限制时的本征函数 (即原算子方程不受边界条件限制的通解),如: Trefftz法.

Rayleigh-Ritz法简单归纳

• Ritz法是在给定泛函的前提下,在全域内选择试探函数 (基函数) ,然后求变分极值的方法;

• 试探函数只需要满足强加边界条件 (第一类) ,第二、三类自动满足无须考虑,但若满足有

助于近似解的收敛速度的提高;

• Ritz法最后归结为线性代数方程的求解,而且系数矩阵一定对称正定;

• 其最大缺点是试探函数 (基函数)必须满足整个区域,有限元法就克服了这一缺点,同时继

承了优点.

5.3 近似变分解的改进

5.3.1 Ritz法的误差估值

显然 n越大, U Œn� 误差越小. 但尚缺乏估计其误差的理论方法. 一般用 J fU Œn�1�g � J fU Œn�g

粗略估计 Ritz法 n级近似解的误差. 另一方面,近似解的泛函必大于精确解 U 的泛函值 (极小

值),从而可作为估计精确解泛函的上限. 如果又能找出其下界,则上、下界之差就是近似解泛函

的最大误差. 可用不同方法估计下限.

5.3.2 直接变分问题中泛函极值的上、下界

若可能分别建立欲求物理量 P 及其倒数量 P�1的泛函极小值问题:

P D J1fU g D min;
1

P
D J2fU g D min;

并各自用 Ritz法求出近似解 U Œn�和 V Œm�,对应

P Œn�
D J fU Œn�

g;

�
1

P

�Œm�

D J fU Œm�
g;

则
1

. 1
P
/Œm�

6
1

. 1
P
/

D P 6 P Œn�
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所以 P Œn�,
h
. 1

P
/Œm�

i�1
可分别视为准确解泛函的上、下限,它们的差就是近似解泛函的最大

误差. 静电问题中的电容量 C ,波导接头问题中的输入阻抗 Zin等物理量都属这类泛函.

5.3.3 Trefftz法

静电场 Laplace边界问题 (齐次方程,非齐次边界条件):8̂<̂
:

�52U.r/ D 0; r 2 V�
˛
@

@n
C ˇ

�
U.rb/ D g; rb 2 @V

(5.18)

直接用 Ritz法或转化成齐次边界条件非齐次方程,都不理想. 另外找到了 U Œn�使 J fU Œn�g >

J fU g,还须找 V Œm� 使 J fV Œm�g < J fU g. Trefftz法能实现这两项要求 (即不受边界条件限制就

找到 V Œm�).

定理 对Laplace问题 (5.18),若选满足方程而不受边界条件限制的基函数序列
˚
 � .r/ j�D1;2;:::

	
;

则 Laplace 方程等价于变分方程 J fU g D
˝

V j5U j
2 dv D max, 且其 m 级近似解可构成

为 V Œm� .r/ D
Pm

�D1 c� � .r/,其展开系数得自线性方程组:

mX
�D1

c�

‹
SŒV �

 �
@ �

@n
dS D

‹
SŒV �

g
@ �

@n
dS; � D 1; 2; : : : ; m (5.19)

显然 J fV Œm�g < J fU g,是 J fU g的下限.

5.3.4 Weinstein法

设广义本征值算子方程 AU D �BU ,最小本征值 �1 D min

�
hAU;U i

hBU;U i

�
,已知 Ritz法的最小

变分解

�
Œn�
1 D min

"
hAU Œn�; U Œn�i

hBU Œn�; U Œn�i

#
> �1 (5.20)

可作为估计 �1 的上限,那么对于正算子 B退化为函数 h.r/ ¤ 0, Weinstein指出了两种估计 �1

下限的方法.

定理一 线性下有界算子的本征值方程

AU .r/ D �h .r/ U .r/ (5.21)
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其最小本征值 �1的上限

�
Œn�
1 D min

"
hAU Œn�; U Œn�i

hhU Œn�; U Œn�i

#
D

"
hAU

Œn�
1 ; U

Œn�
1 i

hhU
Œn�
1 ; U

Œn�
1 i

#
> �1 (5.22)

再计算泛函值:


 Œn�
D

�
1

h
U

Œn�
1 ; U

Œn�
1

�
hhU

Œn�
1 ; U

Œn�
1 i

则 "
�

Œn�
1 �

r
r Œn� �

�
�

Œn�
1

�2
#
< �1 (5.23)

可作为估计 �1准确值的下限 (效果不稳定) . U Œn�
1 为 Ritz法求得的对应 �

Œn�
1 的本征函数.

定理二 对式 (5.21)及 �
Œn�
1 , �Œn�

2 为用 Ritz法求出的 �2的近似值,则264�Œn�
1 �


 Œn� �

�
�

Œn�
1

�2

�
Œn�
2 � �

Œn�
1

375 < �1 (5.24)

可作为估计 �1准确值的下限.

5.3.5 调节边界法

设变分方程及边界条件 8<:J fU .r/g D min D �

U .rb/ D 0; rb 2 SŒv�
(5.25)

式中 �或是本征值问题的最小本征值,或是变分问题的泛函极小值 (电容量、输入阻抗). 该

泛函 J fU g的可取函数集 D 受边界条件限制,且

� D min
U 2D

ŒJ fU g�

若将可取函数集扩大为 D 0 � D ,则

� D min
U 2D

ŒJ fU g� 6 � (5.26)

可以作为估计 �准确值的下限. 显然 .D 0 � D/越小,则 .� ��0/也越小,该下限的作用愈有效.

放松边界条件也可以扩大可取函数集 (如固定边界条件放松为自然边条) . 扩大场域 (在新边界

上满足条件,在原有边界上则不必满足)亦然.
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S [v ]

S [v ]

S [v]

图 5.1 调节边界法

如图 5.1所示,若边界是某种简单几何的微扰结果,则作出内

接、外接简单形状的新边界 SŒv00�和 SŒv0�: v00 � v � v0,使可取函

数集 D 00 � D � D 0,分别用 Ritz法求解8̂<̂
:
�00 D min

U 2D 00
ŒJ fU g�

�0 D min
U 2D 0

ŒJ fU g�

即确定了原问题中待求泛函值 �的上、下限: �0 6 � 6 �00,

这种只要求基函数在简单形状新边界上满足

‰ .rb/ jrb2SŒv00� D 0 或 ‰ .rb/ jrb2SŒv0� D 0

而不需要在原来复杂形状边界上 SŒv�上等于 0,求解过程比较简单.

5.4 变分法在电磁场问题中的计算实例

5.4.1 波导管传播常数的变分解

均匀截面的柱形波导管以理想导体为管壁,内部填充各向同性、横向非匀质的无耗介质,其

内电磁场由轴向分量 Ez .r; t / ;Hz .r; t /完全确定:

Ez .r; t /

Hz .r; t /

)
D  .r/ e�rze� j!t (5.27)

I. Helmholtz本征值问题的变分原理

由分离变量法知  .r/的二维 Helmholtz方程的齐次边界条件问题为:8̂<̂
:
�
52

?
C !2"�C 
2

�
 .R/ D 0 .R 2 S/

 .Rb/ D 0 .Ez/ 或
@ .Rb/

@nc
D 0 .Hz/ .Rb 2 C ŒS�/

(5.28)

式中 S 为波导管的横截面域, 52
?
是 S 上的二维 Laplacian算符, C ŒS�为 S 的边界回线, Onc

是 CŒS�法向单位矢量.

记线性下有界算子 A D �
�
52

?
C !2"�

�
及待定本征值 � D 
2 ,则 (5.28)式方程可写为算子

方程

A D � 

使得该方程有解的本征值序列 f�ig代表了波导管内电磁场的模式序列;本征值对应的本征

函数 f i .R/g就是描述波导管横截面中场分布的模式函数. 在实际应用中,首先要求得的是最
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小本征值 �1对应的最低模式.

Rayleigh商的变分方程 根据最小本征值定理,直接建立 Rayleigh商的变分方程

� D
hA ; i

h ; i
D min 或 ı� D 0

将 A和 �代入,并按内积展开后写成泛函:

� D 
2
D

�

¨
S

 �52
? ds � !2

¨
S

"� j j
2 ds

¨
S

j j
2 ds

.根据 Green定理/ D

¨
S

ˇ̌
52

? 
ˇ̌2

ds � !2

¨
S

"� j j
2 ds �

�
C ŒS�

 � @ 

@nc
dl

¨

S

j j
2 ds

(5.29)

其变分为

ı
2
D

˛
C ŒS�

�
ı 
@ �

@nc
�  � @ı 

@nc

�
dl

¨
S

j j
2 ds

(5.30)

从式 (5.30)可知,只有在变分 ı .r/及近似解  Œn� D  C ı 同准确解  一样满足齐次边

界条件 (Ez—1st B.C., Hz—2nd B.C.)时,变分 ı
2才等于 0 (因为 ı 的任意性) ,这要求近似解

的基函数都满足同类齐次边界条件,这对于截面较为复杂的波导管,一般很难实现.

扩展泛函的变分方程 为了解除边界条件对基函数选择的限制,将上述 Rayleigh商的泛函作适

当的扩展,构成修正的变分方程. 为抵消式 (5.30)分子中第一项或第二项的回线积分,对 Ez (1st

B.C.)和Hz (2nd B.C.),可在式 (5.29)中分别添加回线积分2

�

˛
C ŒS�

 
@ �

@nc
dl 或

˛
C ŒS�

 � @ 

@nc
dl

对满足相应齐次边界条件的  ,增加的这两项取零值,并不影响其最小泛函值的驻定性质.

2添加项的变分分别为

�

˛
C ŒS�

�
ı 
@ �

@nc
C  

@ı �

@nc

�
dl D �

˛
C ŒS�

ı 
@ �

@nc
dl (1st B.C.)

˛
C ŒS�

�
ı � @ 

@nc
C  � @ı 

@nc

�
dl D

˛
C ŒS�

ı � @ 

@nc
dl (2nd B.C.)
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从而 TM模 Ez 的扩展泛函的变分方程为:


2
D

¨
S

hˇ̌
52

? 
ˇ̌2

� !2"� j j
2
i

ds �

˛
C ŒS�

�
 � @ 

@nc
C  

@ �

@nc

�
dl

¨
S

j j
2 ds

D min (5.31a)

ı
2
D

�

˛
C ŒS�

�
 � @ı 

@nc
C  

@ı �

@nc

�
dl

¨
S

j j
2 ds

D 0 (5.31b)

与直接 Ritz法比,扩展泛函的好处是免去了对基函数满足边界条件的要求.

同样地, Hz 的扩展泛函变分为


2
D

¨
S

hˇ̌
52

? 
ˇ̌2

� !2"� j j
2
i

ds
¨

S

j j
2 ds

D min (5.32a)

ı
2
D

˛
C ŒS�

�
ı 
@ �

@nc
C ı � @ 

@nc

�
dl

¨
S

j j
2 ds

D 0 (5.32b)

此条件下对
@ı 

@nc
无边界条件限制. 注意对 2nd B.C.的 (5.32a)式是自然成立的, “扩展”是相

应 1st B.C.而言.

II. 几种特殊情况的变分原理

截止角频率的变分方程 截止角频率 !c 是区分传播模 (! > !c , 
 为纯虚数)与衰减模 (! < !c ,


 为纯实数)的临界角频率:

! D !c 时 
 D 0

故 (5.28)式中的方程改写成:

�
52

? C !2
c "�

�
 .r/ D 0; .R 2 S/ (5.33)

改记线性正算子 A D �52
?

,正定算子 B D "�I ,本征值 � D !2
c ,则上式为 A D �B ,其

广义 Rayleigh商变分方程为

!2
c D

¨
S

j5? j
2 ds �

˛
C ŒS�

 � @ 

@nc
dl

¨
S

"� j j
2 ds

D min (5.34)
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其扩展泛函变分方程为:

Ez W !2
c D

¨
S

j5? j
2 ds �

˛
C ŒS�

�
 
@ �

@nc
C  � @ 

@nc

�
dl

¨
S

"� j j
2 ds

D min (5.35a)

Hz W !2
c D

¨
S

j5? j
2 ds

¨
S

"� j j
2 ds

D min (5.35b)

(5.35a), (5.35b)式对构成近似解的基函数序列无边界条件的限制.

对均匀媒质的简单情况下,有


2
D .!2

c � !2/"� (5.36)

5.4.2 细天线输入阻抗的变分解

2a

−l
2

x

y

z

o

P

l = 0 O
L

L

l' S l
1

l

2a

r'

r

r
s

l

图 5.2 任意形状点馈细天线

任意形状的点馈细天线如图 5.2

所示, 取其轴线作为弯曲柱面坐系

.�;  ; l/的主轴,主轴在直角坐标系

中的曲线方程为:

L W

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
x D xL .l/

y D yL .l/ l 2 Œ�l1; l2�

z D zL .l/

(5.37)

馈点 OL .xL .0/ ; yL .0/ ; zL .0//

处有空隙 �: l 2 Œ�ı=2; ı=2�, 末端

坐标 l D �l1 和 l D l2,或是振子天

线的开路点, 或是环形天线的连续

点 (�l1 D l2).

细天线模型的条件是 a � l1; l2; � ,从而电流在横截面的周界上均匀分布,且沿轴线 Ol 方向:

J .a;  ; l/ D OlJ .l/ ,辐射特性在平均意义上等价于集中在轴线 L上的电流: I .l/ D 2 a OlJ .l/.

点馈的条件是空隙远小于所有的几何线度 ı � a.

记天线轴 L 上源点坐标 r 0
�
x0

L; y
0
L; z

0
L

�
, 对应曲柱坐标为 .0; 0; l 0/, 天线表面 S 上场点矢

量 rs .xs; ys; zs/,对应曲柱坐标为 .a;  ; l/. 与源场点间距为

R D
ˇ̌
rs � r 0

ˇ̌
D

q�
xs � x0

L

�2
C
�
ys � y0

L

�2
C
�
ys � y0

L

�2
(5.38)
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根据天线的源分布 8̂<̂
:
电流强度 I.l 0/ D Ol 0I.l 0/

线电荷密度 �.l 0/ D
�1

j!

dI.l 0/

dl 0

(5.39)

通过位函数的 Helmholtz辐射积分公式8̂<̂
:
矢量磁位 A .rs/ D �

ˆ
L

I.l 0/G
�
rsjr 0

�
dl 0

标量磁位 ˚ .rs/ D
1

"

ˆ
L

�.l 0/G
�
rsjr 0

�
dl 0

(5.40)

其中 Green函数具有对称性

G.rsjr 0/ D
1

4 R
e� jkR

D G.r 0
jrs/ (5.41)

在 Lorentz (洛仑兹)规范 ˚ .rs/ D
j

!�"
·5A .rs/下,电磁场强为

8̂<̂
:
E .rs/ D � j!A .rs/ � 5˚ .rs/

H .rs/ D
1

�
�5A .rs/

(5.42)

以上各式中 rs 若换成空间中任意场点 r ,则由 I.l 0/可直接计算辐射场. 若 I.l 0/未知,可根

据表面边界条件: 8̂<̂
:
�
E.rs/CE in .rs/

�
· Ol D 0

O� �H .rs/ D J .rs/ D
1

2 a
OlI .l/

(5.43)

建立 I.l 0/的积分方程,结合式 (5.38)�(5.43)作为计算该天线辐射的起点. (5.43)式中外加激

励场由点馈条件确定:

E in.rs/ · Ol D E in
l .rs/ D

8<:Vin=ı .l 2 �/

0 .l 2 L ��/
(5.44)

E in
l
.rs/表示激励处 .rs/表面激励场强在 Ol 方向的分量. 式 Vin 为馈点输入电压. 当 � ! 0

时,

E in
l .rs/ D Vinı.l/ D

8<:Vin .l D 0/

0 .l ¤ 0/
(5.45)
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微分—积分方程和变分原理 将 (5.40)代入 (5.42)得未知电流 I.l 0/的微分 –积分方程

E in
l .rs/ D j!�

��
1C

1

k2

�
5 ·5
ˆ

L

I.l 0/G.rsjr 0/ dl 0
�

· Ol (5.46)

式中5对场点运算,
´

L是对源点标量 l 0,故利用性质

·5ŒI.l 0/G.rsjr 0/� D G.rsjr 0/ ·5I.l 0/C I.l 0/5G.rsjr 0/

注意到 ·5I.l 0/ � 0,并记自由空间电场并矢格林函数

Ge0.rsjr 0/ D j!�

�
I C

1

k2
55

�
G.rsjr 0/ D Ge0.r

0
jrs/ (5.47)

则上式可改写为第一类 Fredholm积分方程

E in.rs/ D

ˆ
L

I.l 0/
h

Ol 0 · Ge0.rsjr 0/ · Ol
i

dl 0 (5.48)

式中方括号里的算子只具有对称性而无共轭对称,不是线性正算子,从而不能用线性正算子

的确定性方程方法建立对应的变分方程. 但可改用 I.l/作对称内积

ˆ
�

I.l/E in
l .rs/ dl D

ˆ
L��

ˆ
L��

I.l 0/ · Ge0.r
0
jrs/ D · I.l/ dl 0 dl

在理想点馈 (� ! 0)时

lim
�!0

ˆ
�

I.l/E in
l .rs/ dl D Vin lim

�!0

ˆ
�

I.l/ı.l/ dl D VinI.0/ D Zin ŒI.0/�
2

故输入阻抗的泛函式为

Zin D
1

ŒI.0/�2

ˆ
L

ˆ
L

I.l 0/ · Ge0.r
0
jrs/ · I.l/ dl 0 dl (5.49)

可证明

ıZinfI.l/g D 0 (5.50)

从而用 Ritz可求出电流分布 I.l/及输入阻抗 Zin.0/ .
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5.5 加权余量法

算子方程边值问题可概括为:8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
AU .r/ � f .r/ D 0 r 2 v

biU.rbi
/ � gi

�
rbi

�
D 0 rbi

2 Si

i D 1; 2; : : : ;
X

i

Si D SŒv�

(5.51)

当 f .r/是已知函数时为确定性问题, f .r/ D �BU .r/是广义本征值问题. bi 表示第 i 类的

边界条件算子.

定义 定义方程和边界条件的余量为8<:Re .r/ D AU Œn� .r/ � f .r/

Rbi

�
rbi

�
D biU

Œn�
�
rbi

�
� gi

�
rbi

� (5.52)

准确解的所有余量恒等于 0. 近似解的余量应在平均意义下为零. 但在大范围取平均不足以

限制实际的最大误差,于是提出加权平均余量. 其基本公式为:

hRe; w�i� C
X

i

hRbi
;Piw�i

Si
D 0 (5.53)

式中
˚
w� .r/

	
.� D 1; 2; : : :/为算子的值域 D0

A 中选取的线性无关函数的完备序列,又称权

函数序列, Pi 为 w�边界值的变换算子.

若近似解满足边界条件而不满足方程,即
˚
Rbi

� 0IRe ¤ 0
	
,则式 (5.53)化为

hAU Œn�; w�i� D hf;w�i� (5.54)

这是内域积分形式的加权余量法,又称矩量法.

若近似解满足方程而不满足边界条件,即
˚
Re � 0IRbi

¤ 0
	
,则式 (5.53)化为

X
i

hbiU
Œn�;Piw�iSi

D
X

i

hgi ;Piw�iSi
(5.55)

这是边界积分形式的加权余量法,简称边界积分法.

例 以 Laplace边值问题为例,

设近似解 U Œn�.r/和权函数 w.r/.
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1)先考虑 Neumann问题: 8̂<̂
:

� ·55U .r/ D 0 r 2 V

@

@n
U .rb/ D g2 .rb/ rb 2 SŒv�

(5.56)

将近似解 U Œn�代入后写出余量8̂<̂
:
Re .r/ D � ·55U Œn� .r/

Rb2
.rb/ D

@

@n
U Œn� .rb/ � g2 .rb/

令 P D I,考虑到 Laplace问题中的量都是实的,可省去复共轭号 *,因此用权函数作内积:8̂̂̂<̂
ˆ̂:

hRe; wi� D �

˚
V

w ·55U Œn� dv

hRb2
; wiSŒv� D

‹
SŒV �

w

 
@U Œn�

@n
� g2

!
ds

根据加权余量法的基本公式 (5.53),可得

˚
V

w ·55U Œn�dv D

‹
SŒv�

w

 
@U Œn�

@n
� g2

!
ds (5.57)

设 U Œn� D
Pn

�D1 c�'� .r/, '� 是 A D � ·55定义域中线性无关的完备序列函数 (基函数) ,且

权函数取 n个不同的函数 (A的值域) ,则展开系数 fc�g可由下列线性代数方程组解得:

nX
�D1

c�

�˚
V

w� ·55'� dv �

‹
SŒv�

w�
@'�

@n
ds

�
D �

‹
SŒv�

w�g2 ds; � D 1; 2; : : : ; n (5.58)

2)再考虑边界上分片满足第一类和第二类条件的 Robin问题:8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

� ·55U .r/ D 0 r 2 v

U
�
rb1

�
D g1

�
rb1

�
rb1

2 S1

@

@n
U
�
rb2

�
D g2

�
rb2

�
rb2

2 S2

S1 C S2 D SŒv� (5.59)

令 P2 D I;P1 D �@=@n D �On · 5,则式 (5.59)的加权余量法公式为

hRe; wi� C hRb2
; wiS2

�

�
Rb1

;
@w

@n

�
S1

D 0
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即

˚
v

w
�

·55U Œn�
�

dv D

¨
S2

w

 
@U Œn�

@n
� g2

!
ds �

¨
S1

@w

@n

�
U Œn�

� g1

�
ds (5.60)

若代入 U Œn� D
Pn

iD1 c�'� 及取 n个不同的 w D w�; � D 1; 2; : : : ; n则可得求解 c� 的线性

代数方程组:

nX
�D1

c�

�˚
V

w� ·55'� dv C

¨
S1

@w�

@n
'� ds �

¨
S2

w�
@'�

@n
ds

�
D

�¨
S1

@w�

@n
g1 ds �

¨
S2

w�g2 ds

�
; � D 1; 2; : : : ; n (5.61)

上述 Laplace边值问题的加权余量法公式可推广到同时含三类边界条件的一般情况,也可推

广到 Poisson问题和 Helmholtz本征值问题等,且对算子无苛刻限制 (即不要一定是自伴的) .

如果余量在每个以权函数为基函数的坐标上的投影都为 0,则该余量肯定为 0. 但我们的加

权余量法是只保证在 n个基函数 (权函数)上的投影为 0,因此所及的解是 n级近似解 U Œn� .r/ .

5.6 矩量法

即内域积分形式的加权余量法,要求近似解 U Œn� .r/满足边界条件. 对式 (5.51)的一般边值

问题,应构作 n级近似解

U Œn� .r/ D '0 .r/C

nX
�D1

c�'� .r/ (5.62)

式中 '0 .r/应满足边界条件:

bi'0

�
rbi

�
D gi

�
rbi

�
; rbi

2 Si � SŒv�; i D 1; 2; : : :

基函数是DA中线性无关的完备序列,满足

'�

�
rbi

�
� 0; rbi

2 Si � SŒv�; i D 1; 2; : : :

但当边界条件形状复杂时,这样的 f'0g很难找到,解决办法有三条:

1. 一般加权余量法式 (5.53)或边界积分法式 (5.55);

2. Ritz变分法;

3. 矩量法的变种 –有限元法.

而本节的矩量法是假设可以找到满足所需边界条件的 '0、'� ,即近似解满足各项边界条件,
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则由 hAU Œn�; w�i� D hf;w�i� 得矩量法的线性代数方程组 (令 c0 D 1) :8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
确定性方程 AU D f

nX
�D0

c�hA'� ; w�i D hf;w�i

广义本征方程 AU D �BU

nX
�D0

c�

h
hA'� ; w�i � �Œn�

hB'� ; w�i

i
D 0

� D 1; 2; : : : ; n (5.63)

5.7 边界积分法

边界积分形式的加权余量法,要求近似解 U Œn� .r/满足算子方程. 但基函数序列的选择存在

困难,故利用方程余量的内积展开式

hRe; wiU D hAU Œn�; wiU � hf;wiU D hU Œn�;A�wiU � hf;wiU

使 f'� jA'� D f g 转化为对权函数序列的要求: fw�jA�w� D 0g. 但 A� 不知道. 即使

是 Lagrange意义下的自伴算子,但对并不满足边界条件的 U Œn� 和 w (即 U Œn�; w … Db) ,并不

具备自伴性 (A� ¤ A). 解决办法是利用类似证明自伴边值问题的自伴性质时,用 U Œn� 和 w 代

替 U 和 W ,

AhU Œn�; wiv � hU Œn�;Awiv D hb1U
Œn�; b2wiSŒv� � hb2U

Œn�;b1wiSŒv�

由于对 U Œn�、w 非自伴,等式右边二项之差不为 0,但可保留在边界积分的加权余量法公式

中.

5.7.1 内域基的边界积分法

Poisson边值问题 8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

� ·55U .r/ D f .r/ r 2 v

U
�
rb1

�
D g1

�
rb1

�
rb1

2 S1

@

@n
U
�
rb2

�
D g2

�
rb2

�
rb2

2 S2

S1 C S2 D SŒv� (5.64)

可得类似 (5.60)的加权余量法公式

˚
v

w
�

·55U Œn�
�

dvC

˚
v

wf dv D

¨
S2

w

 
@U Œn�

@n
� g2

!
ds�

¨
S1

@w

@n

�
U Œn�

� g1

�
ds (5.65)
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利用格林第二定理:

˚
V

h
w
�

·55U Œn�
�

� U Œn� . ·55w/
i

dv D

‹
SŒv�

"
w
@U Œn�

@n
� U Œn� @w

@n

#
ds

可得:

˚
V

U Œn� . ·55w/ dv C

˚
V

wf dv C

¨
S1

W
@U Œn�

@n
ds C

¨
S2

wg2 ds D

¨
S1

@w

@n
g1 ds C

¨
S2

@w

@n
U Œn� ds (5.66)

在 A 的定义域内选 '� , 使 U Œn� .r/ D
Pn

�D1 c�'� ; 又选满足 A 的齐次方程的权函数序

列 w� .r/ ,即 Aw� D � ·55w� D 0 ,则由式 (5.66)可得边界积分形式的加权余量法公式:

nX
�D1

c�

�¨
S2

@w�

@n
'� ds �

¨
S1

w�
@'�

@n
ds

�
D

˚
V

w�f dv C

¨
S2

w�g2 ds �

¨
S1

@w�

@n
g1 ds

(5.67)

Laplace边值问题 即 Poisson边值问题式 (5.64)中 f .r/ � 0, 为齐次方程, 其加权余量法公

式同式 (5.67), 但体积分项消失. 若 S1 D SŒv�; g1 D g; S2 D 0, 取 w� D '�, 则式 (5.67)转化

为 Trefftz法的 (5.19)式.

Helmholtz确定性问题 即式 (5.64)中 (f .r/ � �U .r/ , �为已知常数. 加权余量法公式为:

nX
�D1

c�

��¨
S2

@w�
�

@n
'� ds �

¨
S1

w�
�

@'�

@n
ds

�
� �

˚
V

w�
�'� dv

�
D

¨
S2

w�
�g2 ds�

¨
S1

@w�
�

@n
g1 ds

(5.68)

式中 “*”是因为 Helmholtz问题中的量为复数.

Helmholtz本征值问题 即式 (5.64)中 f .r/ � �U .r/ ,具有齐次边界条件: g1 D g2 D 0, �为

待定本征值,从而式 (5.68)为代数本征值方程

nX
�D1

c�

��¨
S2

@w�
�

@n
'� ds �

¨
S1

w�
�

@'�

@n
ds

�
� �Œn�

˚
v

w�
�'� dv

�
D 0; � D 1; � � � ; n (5.69)

以上各式中只有含 f 的体积分项,其余积分都在边界上,故叫边界积分法. 基函数 f'�.r/g

定义在内域 v上,故叫内域基的边界积分法.
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5.7.2 Green函数法的应用

Poisson方程 � ·55U .r/ D f .r/在自由空间中对应的格林函数满足8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

� ·55G0 .rjri / D ı .r � ri /

G0 .rjri / D
1

4  jr � ri j
@G0 .rjri /

@n
D

�On · .r � ri /

4 jr � ri j
3

(5.70)

选权函数 w .r/ D G0 .rjri /,代入式 (5.66),并利用 ı�函数的取样性质 3,得

U Œn� .ri / �

˚
V

f .r/G0 .rjri / dv

C

¨
S2

U Œn�
�
rb2

� @G0

�
rb2

jri

�
@n

ds C

¨
S1

g1

�
rb1

� @G0

�
rb1

jri

�
@n

ds

D

¨
S1

@U Œn�
�
rb1

�
@n

G0

�
rb1

jri

�
ds C

¨
S2

g2

�
rb2

�
G0

�
rb2

jri

�
ds; ri 2 v

(5.71a)

1

2
U Œn�

�
rb�

�
�

˚
v

f .r/G0

�
rjrb�

�
dv

C

¨
S2

U Œn�
�
rb2

� @G0

�
rb2

jrb�

�
@n

ds C

¨
S1

g1

�
rb1

� @G0

�
rb1

jrb�

�
@n

ds

D

¨
S1

@U Œn�
�
rb1

�
@n

G0

�
rb1

jrb�

�
ds C

¨
S2

g2

�
rb2

�
G0

�
rb2

jrb�

�
ds; rb�

2 SŒv�

(5.71b)

0 �

˚
v

f .r/G0 .rjr0/ dv

C

¨
S2

U Œn�
�
rb2

� @G0

�
rb2

jr0

�
@n

ds C

¨
S1

g1

�
rb1

� @G0

�
rb1

jr0

�
@n

ds

D

¨
S1

@U Œn�
�
rb1

�
@n

G0

�
rb1

jr0

�
ds C

¨
S2

g2

�
rb2

�
G0

�
rb2

jr0

�
ds; r0 … v C SŒv�

(5.71c)

注意式 (5.71a)�(5.71c)中出现了 U Œn�
�
rb2

�
及
@U Œn�

�
rb1

�
@n

,但边界条件给出的是 U Œn�
�
rb1

�
及
@U Œn�

�
rb2

�
@n

,因此应根据 (5.71b), (5.71c)利用下边的边界基积分方程的加权余量法将它们解

出,再代回 (5.71a)可得 U Œn� .ri / ; ri 2 v .

3

˚
V
ı .r � ri / dv D

8̂̂<̂
:̂
1 ri 2 v
1

2
ri 2 SŒv�

0 ri … v C SŒv�
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对于 Helmholtz确定性方程 �
�

·55 C k2
�
U .r/ D f .r/,其自由空间中的 Green函数满足8̂̂̂̂

<̂̂
ˆ̂̂̂:

�
�
52 C k2

�
G0 .rjri / D ı .r � ri /

G0 .rjri / D
1

4  jr � ri j
e� jkjr�ri j

@G0 .rjri /

@n
D

�On · .r � ri /

4  jr � ri j
3
.1C jk jr � ri j/ e� jkjr�ri j

(5.72)

可推出类似于式 (5.71a)�(5.71c)的积分表达式.

5.7.3 边界基的边界积分法

为了求解 U Œn�
�
rb2

�
及

@U Œn�
�
rb1

�
@n

,选取边界基函数序列
˚
 �

�
rb1

�
j� D 1; 2; : : : ; rb1

2 S1

	
及˚
'�

�
rb2

�
j� D 1; 2; : : ::rb2

2 S2

	
,构作近似解:8̂̂̂̂

<̂
ˆ̂̂:
U Œn�

�
rb2

�
D

n2X
�D1

c�'�

�
rb2

�
rb2

2 S2

@U Œn�
�
rb1

�
@n

D

n1X
�D1

c0
� �

�
rb1

�
rb1

2 S1

;
n1 C n2 D n

S1 C S2 D SŒv�
(5.73)

代入积分方程 (5.71b)式,并在边界上取 n个样点
˚
rb�

j� D 1; 2; : : : ; n
	
,得线性代数方程组:

1

2
U Œn�

�
rb�

�
C

n2X
�D1

c�

¨
S2

'�

�
rb2

� @G0

�
rb2

jrb�

�
@n

ds �

n1X
�D1

c0
�

¨
S1

 �

�
rb1

�
G0

�
rb1

jrb�

�
ds

D

˚
v

f .r/G0

�
rjrb�

�
dv C

¨
S2

g2

�
rb2

�
G0

�
rb2

jrb�

�
ds �

¨
S1

g1

�
rb1

� @G0

�
rb1

jrb�

�
@n

ds

(5.74)

式中

U Œn�
�
rb�

�
D

8̂̂<̂
:̂
g1

�
rb�

�
rb�

2 S1

n2X
�D1

c�'�

�
rb�

�
r� 2 S2

解出 fc�g 和 fc0
�g 后代入 (5.73) 及 U Œn�

�
rb2

�
和

@U Œn�
�
rb1

�
@n

, 再代入 (5.71a) 式, 即可算

第 79页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记

出 ri 2 v点的近似解

U Œn� .ri / D

˚
v

f .r/G0 .rjri / dv C

¨
S2

g2

�
rb2

�
G0

�
rb2

jri

�
ds �

¨
S1

g1

�
rb1

� G0

�
rb1

jri

�
@n

ds

�

n2X
�D1

c�

¨
S2

'�

�
rb2

� G0

�
rb2

jri

�
@n

ds C

n1X
�D1

c0
�

¨
S1

 �

�
rb1

�
G0

�
rb1

jri

�
ds

(5.75)

注意要避免 Green函数在 rb�
处的奇异性. 若采用 (5.71c)式代替 (5.71b)式, 则由于 r0 …

v C SŒv� ,可使 G0 .rjr0/不存在奇异性.

显然上述边界基的边界积分法只能逐点计算内域点的近似解,无法得出近似解的显式,但较

内域基降低一维 (即
P

�D1中只有面积分) .

5.8 有限元和边界元法

用变分法或矩量法求解具有复杂边界形状的边值问题,会遇到选取符合第一类齐次边界条

件基函数的困难;在场域内含有非均匀媒质时,难以写出全域基函数的表达式,此时宜采用分域

基的矩量法或边界积分法. 当各子域节点上的近似解作为线性代数方程组的待求量时 (而不是

展开系数 c�) ,分域基的矩量法和边界积分法转化为有限元法和边界元法.

5.8.1 有限元法

可认为是有限差分法与 Ritz法的结合. 与有限差分法相比,它的单元划分有很大的随意性,

能较好地适应边界形状;不仅能得到单元节点上的离散近似解,还可以写出各单元内的连续近

似解. 它与 Ritz发的主要区别在于: 整个场域内的泛函被分解成各子域内的泛函之和,泛函驻定

的条件直接给出近似解在节点上的取样值而不是展开系数. 这里只简述有限元法的加权余量原

理.

划分单元 场域 ˝ 划分为M 个几何结构相同 (但尺寸可以不同)的单元,其棱边应尽量贴合实

际边界,在场分布急剧变化处可加密单元. 各单元应小到内含均匀媒质. 每个单元上确定 S 个节

点,编号为 fe� j� D 1; 2; : : : ; s g. 可只取单元几何结构的顶点 (简单模型) ,也可再加上单元棱边

上的若干插值点,甚至个别内点. 节点总数 N � S �M . 设内结点 P 个,编号 p D 1; 2; � � � ; P .

边界节点 .N � P /个.

近似解的构成 记未知函数 U .r/在节点 p (也是单元 e 的第 � 个节点)上的取样值为 Up ,也

可记为

Ue�
2
˚
Up jp D 1; 2; : : : ; P; � � � ; N

	
; e D 1; 2; : : : ;M I � D 1; 2; : : : ; S
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在单元 e上用简单函数 (线性插值函数或多项式)构成近似解:

Ue .r/ D

SX
�D1

ce�
'e�

.r/ ; r 2 ˝e (5.76)

并扩展到整个场域 ˝,作为近似解 U ŒN � .r/的脉冲分域基函数:

Ue .r/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

SX
�D1

ce�
'e�

.r/ ; r 2 ˝e

0 r 2 ˝ �˝e

(5.77)

在单元 e的结点 e� 上,代入 r D re�
,得:

Ue .r/ D

SX
�D1

ce�
'e�

.re�
/ ; � D 1; 2; : : : ; S;

记矩阵 ŒUe�
�S�1,

�
Ce�

�
S�1

,
�
'e�

.re�
/
�
S�S

,则上式改写为矩阵方程:

ŒUe�
� D

�
'e�

.re�
/
� �
Ce�

�
;

�
Ce�

�
D
�
'e�

.re�
/
��1

ŒUe�
�

写出 ˝e 的取样矩阵 ŒQe�S�N ,使

ŒUe�
� D ŒQe�

�
Up

�
; e D 1; 2; : : : ;M

则
�
Ce�

�
D
�
'e�

.re�
/
��1

ŒQe�
�
Up

�
代回 (5.77)式,并记列矩阵

�
'e�

.r/
�
S�1

,得

Ue .r/ D

8<:
��
'e�

.r/
�T �

'e�
.re�

/
��1

ŒQe�
� �
Up

�
r 2 ˝e

0 r 2 ˝ �˝e

(5.78)

该分域基函数序列合成 ˝ 上的 n级近似解:

U Œn� .r/ D

MX
eD1

Ue .r/ D
�
˚p .r/

� �
Up

�
; 其中

�
˚p .r/

�
1�N

D

MX
eD1

�
'e�

.r/
�T �

'e�
.re�

/
��1

ŒQe�

(5.79)
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比较 (5.79)和 (5.2)式 (即 U Œn� D
Pn

�D1 c�'� .r/ ) ,若将 f˚P .r/ jP D 1; 2; : : : ; N g看作全

域基序列, 则
˚
Up jp D 1; 2; : : : ; N

	
就是展开系数序列, 于是以前的各种泛函解法 (Ritz 法、

Галёркин法、点配置法等)都可在 (5.79)上进行.

5.8.2 矩量法

对一般的权函数 ˚ W fRe; wg˝ D 0,由 (5.79)得

AU D f W

NX
pD1

UphA˚p; wqi D hf;wqi; q D 1; 2; : : : (5.80a)

或 AU D �BU W

NX
pD1

h
AUph˚p; wqi � �ŒN �

hB˚p; wqi

i
D 0; q D 1; 2; : : : ; N (5.80b)

对第一类齐次边界条件, 已知边界节点上的零解
˚
Up � 0jp D P C 1; � � � ; N

	
, 因此近似

解 (5.79)式中只有 P 项,基
˚
˚p

	
、权

˚
Wq

	
也只需 P 项,构成 P 级近似解 U ŒP � .r/.

对于第二类齐次边界条件,边界上的节点可选为内域节点法向外延的节点,则这两点应有相

等的取样值 (* @U=@n D 0) ,于是未知量
˚
Up

	
也只有 P 项,构成 P 级近似解. 但 Галёркин法

与变分法等价,自然边界条件无需满足.

对其他各类边界条件可类似确定未知量
˚
Up

	
及方程 (5.80a), (5.80b) 的独立数. 若各单

元有不同媒质, 从而有不同算子, 则 (5.80a), (5.80b) 中的内积 hAU ŒN �; wqi˝ 宜按单元展开

成
PM

eD1 hAeUe;Wqi˝e
,未知量 Up 隐含在 Ue .r/中,如 (5.78)式所示.

作为分域基矩量法的变种,有限元法对复杂边界形状及非均匀媒质适应性强,在内场问题中

广为应用. 但对无界场域的电磁场外场问题,节点数无穷多,上述加权余量法无法求解,可用单

矩法.

5.8.3 单矩法 (单边矩量法)

单矩法为有限元法与经典方法的结合,适于求解无限空间的散射、辐射问题. 在离散射体足

够远处散射场分布具有球面波 (三维问题)或柱面波 (二维问题)的特点. 作半径为 a的球面或

柱面将场域分为内区和外区. 以二维极坐标 (R; ')为例,在外区,总场

Uouter .R/ D Uin .R/C Usc .R/ ; R > a (5.81a)

式中 Uin .R/是外加入射场,若场源在 (R’, '’) ,则

Uin .R/ D
� j

4
HŒ2�

0

�
k
ˇ̌
R �R0

ˇ̌�
; (柱面入射波) (5.81b)
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Usc是散射场,用柱函数系展开:

Usc .R/ D c0HŒ2�
0 .kR/C

1X
nD1

Œcn cosn' C bn sinn'�HŒ2�
n .kR/

取其截项构作 N D 2k C 1级近似解:

U ŒN �
sc

.R/ D c0HŒ2�
0 .kR/C

kX
nD1

Œcn cosn' C bn sinn'�HŒ2�
n .kR/ (5.81c)

其中含有 N 个待定系数: fc0; cn; bn jn D 1; 2; : : : ; k g,在内区,引用有限元法的近似解表达

式:

Uinner .r/ D

NX
pD1

Up˚p .R/; R 6 a; (5.82)

式中
˚
Up jp D 1; 2; : : : ; N

	
是近似解在 n个节点上的取样值,

˚
˚p ŒR� jp D 1; 2; : : : ; N

	
是

分单元构造 (定义)的全域基序列. 在分界面 .R D a/上应有:8̂<̂
:
Uouter .a; '/ D Uinner .a; '/ ;

@

@R
Uinner .a; '/ D

@

@R
Uinner .a; '/

可在分界面上定义近似解的余量:8̂<̂
:
RU .'/ D U ŒN �

outer
.a; '/ � U ŒN �

inner
.a; '/

RdU .'/ D
@

@R
U ŒN �

outer
.a; '/ �

@

@R
U

ŒN �
inner .a; '/

(5.83)

选取正交权函数

fwm .'/ jm D 1; 2; : : : ; N g D f1I cosm'; sinm' jm D 1; 2; : : : ; k g

采用加权余量法 8<:hRU ; wmi'D0;2  D 0

hRdU ;Wmi'D0;2  D 0
; m D 1; 2; : : : ; N

共 2N个方程,可解出 c0; cn; bn和 Up ,及出内、外区的 n级近似解.

含介质散射体内区可作为非均匀媒质的有限元处理 (因为内区至少含介质及空气) ,在介质

表面上应有足够的节点. 含理想导体的内域应挖除导体所占的区域 (因为导体内部场强为零),

且由于导体表面为齐次边界条件,内区 (即内、外区界面与导体表面之间的空间)仅 P 个待求
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量 Up ,则外区也应改取 P 级近似解,且 P D 2k C 1,为奇数.

由于在几何球面或柱面的单侧 (内区)采用了类似矩量法的加权余量处理,因此上述方法称

为单矩法.

5.8.4 边界元法

为采用边界分域基的边界积分法,也是内域有限元法用于边界的一种特殊形式.

一般分析 考虑式 (5.64) 的 Poisson 边值问题. m1 个单元在边界 S1 上, m2 D m � m1 个

单元在 S2 上, 记为 S.e/, e 为单元编号. 三维问题取三边形或四边形为边界单元, 二维问题

以线段为边界单元. 在每个单元中指定 S 个结点: fe� j� D 1; 2; : : : ; s g, 按整个边界统一编

号为 p D 1; � � � ; P1; P1 C 1; � � � ; N , 其中 P1 个在 S1 上, P2 D N � P1 个在 S2 上. 记 U .r/

和
@U .r/

@n
在节点 p上的取样值为 Up 和 U 0

p ,又记节点 .e�/上取样值为为 Ue�
及 U 0

e�
. 写出取

样矩阵 ŒQe�S�P2
及

�
Q0

e

�
S�P1

,使

�
U 0

e�

�
S�1

D
�
Q0

e

�
S�P1

�
U 0

p

�
P1�1

; e D 1; 2; : : : ; m1

ŒUe�
�S�1 D ŒQe�S�P2

�
Up

�
P2�1

; e D m1 C 1;m1 C 2; � � � ; m

选取边界分域基函数:

@Ue

�
rb1

�
@n

D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

SX
�D1

c0
e�
 e�

�
rb1

�
; rb1

2 S.e/

0; rb1
2 S1 � S.e/

; e D 1; 2; : : : ; m1

及 Ue

�
rb2

�
D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

SX
�D1

ce�
'e�

�
rb2

�
; rb2

2 S.e/

0; rb2
2 S2 � S.e/

; e D m1 C 1;m1 C 2; � � � ; m

可仿照内域有限元法写出边界上的 N 级近似解:8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:
@U ŒN �

�
rb1

�
@n

D

P1X
pD1

U 0
p	p

�
rb1

�
D
�
	p

�
rb1

�� �
U 0

p

�
; rb1

2 S1

U ŒN �
�
rb2

�
D

NX
pDp1C1

Up˚p

�
rb2

�
D
�
˚p

�
rb2

�� �
Up

�
; rb2

2 S2

(5.84)
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式中 8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
�
	p

�
rb1

��
1�P1

D

m1X
eD1

�
 e�

�
rb1

��T �
 e�

.re�
/
��1 �

Q0
e

�
�
˚p

�
rb2

��
1�P2

D

mX
eDm1C1

�
'e�

�
rb2

��T �
'e�

.re�
/
��1

ŒQe�

(5.85)

将式 (5.84)的 N 级近似解代入一般 (内域基)边界积分法的 (5.71b)式,并令取样点
�
rb�

�
选

在节点
˚
rq jq D 1; 2; : : : ; N

	
上,经整理及代数线性方程组 (q D 1; 2; : : : ; N ):

P1X
pD1

U 0
p

¨
S1

 p

�
rb1

�
G0

�
rb1

jrq

�
ds �

NX
pDP1C1

Up

"
1

2
ıpq C

¨
S2

˚p

�
rb2

� @G0

�
rb2

jrq

�
@n

ds

#

D

¨
S1

g1

�
rb1

� @G0

�
rb1

jrq

�
@n

ds �

¨
S2

g2

�
rb2

�
G0

�
rb2

jrq

�
ds �

˚
v

f .r/G0

�
rjrq

�
dv

(5.86)

据此解出 U 0
p 和 Up,代入 (5.84)即得边界近似解

@U ŒN �
�
rb1

�
@n

和 U ŒN �
�
rb2

�
,再将其代入边

界积分法的 (5.71a)式可计算出内域中任意点 .ri 2 U/的 n级近似解.

5.9 各种泛函解法的关系

Trefftz

Weinstein

 (MoM)

(Green )

Rayleigh-Ritz

(
)

(
)

(

)
(

)

(

)

(

)

图 5.3 各种泛函解法的关系
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