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第 8章 谱域方法

8.1 基本概念及其应用简介

谱域方法在电磁理论中有十分广泛的应用. 这种方法最早是在 Fourier分析的基础上发展起

来的. 例如,对于一个周期的时间信号,可以把它展开成包含不同频率的 Fourier级数,不同的频

率分量对应于不同的幅度,这就构成了周期函数的频谱;对于非周期信号, Fourier级数可以推广

为 Fourier积分相应的谱也就变成了连续谱. 这种做法也可以用到空域中. 对一个空间函数进

行 Fourier分析,其物理概念可以理解为用频率相同而振幅和相位不同的平面波来叠加出一个

给定的空间分布. 每一个平面波叫做平面波谱,一般情况下这是一个复谱. 这种平面波的叠加,

数学上相当于 Fourier变换. 柱面波也可以用来叠加出一个给定的空间分布,这在数学上相当

于 Hankel变换. 平面波、柱面波和球面波是可以互相表示的,这样做就给处理各种不同的边值问

题带来不少简化和灵活性,这可以用平面边界为例来说明这一点. 例如在求解位于平面边界上

的偶极子的辐射场时,由于点源辐射的是球面波,而边界是平面,这样的边值问题难以求解,但

是如果把球面波展开成平面波或者展开成柱面波,这时由于在同一平面上,不论平面波或是柱

面波都有相同的反射系数,因而在由这些波谱所构成的谱域中,匹配边界条件就要容易得多. 所

付出的代价是,回到空域时,要做反变换,或者做谱域积分. 谱域量和空域量之间的转换可以通

过 Parseval定理来进行. 根据具体问题,有些计算可在谱域中进行,也有一些可以在空域中进行,

这也是谱域方法所具有的一种灵活性.

上面所说的谱域方法是一种积分变换的方法,这实际上是一种线性的谱分解,这是因为积分

变换中都是线性运算. 近来. 又发展起来了非线性谱分解 (在信号处理领域中是根据实际测量值

确定信号的数量特性．因而常用的术语是谱估计),与线性谱分解相比较,非线性谱分解有许多优

点. 考察一个 Fourier级数,它的谱也就是各次谐振频率,它们都是所截断的最高谐振频率的谐

频. 但是,实际上叠加出一个波形的谱并不一定是这样一种谐频相关的关系,这就存在着实际谐

振频率和 Fourier谐振频率之间的失配. 如果不用 Fourier级数,而用另外一个级数采取非线性方

法,例如非线性优化的方法去逼近一个给定的函数,就可以避免这种失配. 这也就是非线性谱分

解的概念. 我们应注意到,在电磁理论和信号处理理论中,都会遇到谱分解的问题,它们的数学

模型非常相似,因而有关的技术可以相互借用.

谱域方法应用的范围很广,它可以用来解决电磁场边值问题,也可以用在天线的近场测量和

诊断等场合,或是分层介质问题的处理,以及求解散射问题或Weiner-Hopf几何结构的某些问

题.

将谱域法应用于天线问题分析,由天线的口径场分布,通过 Fourier变换,可得到它的平面波

谱,而平面波谱包含有远场信息,从而可求得天线的远区辐射方向图;或通过其反变换,由远区

辐射方向图反演近场信息,为微波天线问题的计算提供了极大的方便[58].
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8.2 频率选择表面的分析

8.2.1 频率选择表面

频率选择表面 (FSS)最初的应用是在抛物面天线上,随着隐身技术发展的要求, FSS被引人

到吸波材料中. 吸波材料是一种重要的军事隐身功能材料,其作用是减少或消除雷达、红外线等

对目标探测的可能性,是实现武器装备隐身的重要手段之一,其开发和应用在隐身技术发展中

占有重要的地位.

吸波材料的基本原理是通过某些物理作用机制将电磁波能量转化为其它形式运动的能量,

并通过该运动的耗散作用转化为热能. 电磁波可能激发的一切形式的有耗运动皆可成为吸波机

制. 常见的作用机制有电感应、磁感应、电磁感应、电磁散射等. 实际应用的材料中常常可能有多

种机制起作用.

当频率选择表面 (FSS–Frequency Selective Surface)覆盖于介电或金属物体表面时,会对入射

到其上的电磁波产生频率上的特殊效应. 这种特殊的平面电磁材料,是一种对频率反应作过特

殊设计和精密分析的电磁复合材料. 通常的作法是由大量导体贴片单元 (带阻型)或导体屏周

期性开孔单元 (带通型)组成的二维周期性阵列结构当入射电磁波频率在单元的谐振频率上时,

FSS呈现出全反射 (带阻型)或全透射 (带通型),其它频率的电磁波可透过 FSS (带阻型)或被全

反射 (带通型). FSS通常需要由衬底支撑,构成金属 –介质光子带隙材料. 通过合理设计,如将多

屏 FSS级联可实现精确控制电磁波的反射与传输. FSS也可应用于如人工介质、光学和准光器

件,天线反射器的双色面和天线罩等.

对这一类结构散射特性的分析,以往是采用模匹配法,即首先对导电板建立积分方程,然看

将未知电流展开成正交模函数的完备集,再用矩量法决定模系数. 对口径问题,则是将口径场

用正交模展开. 这个方法在频率较低的情况下是很有效的. 但是在带条或孔径的尺寸比较大的

情况下,例如大于两个波长,则如果要得到精确解,矩阵的阶数就很高,数值计算十分费时. 即

使改用高频技术,例如几何绕射理论,对于这样复杂的几何结构也难以对付. 但用谱域迭代法,

可以较容易地解决这一问题. 这种方法把卷积形式的积分方程变成了代数方程, 并且由于结

构是周期性的,因而变换就成为离散 Fourier变换 (DFT).这种变换可以用有效的快速算法即快

速 Fourier变换 (FFT)来完成. 积分方程经过变换后所得到的代数方程,可以用迭代法求解,最后

就可以同时解出口径场和金属片上的感应电流. 这种方法避免了计算矩阵元素和矩阵求逆,并

且迭代过程中还可以检验边界条件满足的程度. 此外,结合变分法还可以加快迭代过程的收敛

速度.

8.2.2 FSS散射问题的建立

I. 入射场

建立 FSS电磁散射问题的第一步是将 FSS的散射场与 FSS上感应的表面电流联系起来. 我

们假设 FSS无限薄,且为孤立理想导体片. 坐标系如图 8.1a所示, FSS几何分布如图 8.1b所示
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[12, 35].
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图 8.1 频率选择表面

考虑具有恒定幅度和线性相位的激励场,其它激励场可以分解为其线性叠加. 时谐平面波激

励的矢量位为

Ai.�; z/ D Ozaie j.ki
0 · �C!t/e jkz cos � (8.1)

其中

ki
0 D Oxkx0

C Oyky0
D Oxk sin � cos' C Oyk sin � sin'

其中 k 是介质中波数, ai是幅度.

II. 散射场的 Floquet表示

设 J 是 FSS上的感应表面电流密度, A是此电流产生的磁矢量位. 一般地,由于 FSS的平面

结构,产生的表面电流 J 仅有横向分量. 设时间参量是 e j!t ,可以得到 z 坐标下 A 的横向分量

的与 J 的表出关系:

A.�; z/ D

ˆ 1

�1

J .�; z/
e� jkR

4 R
d�0 (8.2)

或写作 "
Ax.x; y/

Ay.x; y/

#
D G.x; y/ �

"
Jx.x; y/

Jy.x; y/

#
(8.3)

其中, GD
exp.� jk0�/

�
I ; � D .x2 C y2/

1
2 . k0是自由空间波数. �表示卷积.

第二步是用矢量位 A的横向分量来表示 z D 0,即 FSS所在平面内的散射电场 E s的横向分

量,根据

E s.�; z/ D
j!"

5 ·5 C k2 I ·
A.�; z/ (8.4)
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得到横向场分量关系为:

"
Es

x

Es
y

#
D

1

j!"0

2664
@2

@x2
C k0

@2

@x@y
@2

@x@y

@2

@y2
C k0

3775
"
Ax

Ay

#
(8.5)

根据 Floquet条件,整个 z0 D 0平面上的电流的支撑可以压缩至一个单元上,即

J .�/ D

1X
mD�1

1X
nD�1

QJmn	.�/ (8.6a)

其中
QJmn D

ˆ
@s
J .�0/	�

mn.�
0/ d�0 (8.6b)

若 FSS单元为矩形 (˝ D 90ı),则式 (8.6a)中 m; n次 Floquet谐波为

	mn.�/ D
1

.T�1
T�2

/1=2
e jkmn · � (8.7)

对应的传播常数

kmn D Oxkxm
C Oykyn

;

其中

kxm
D
2 

T�1

mC kx0
; kyn

D
2 

T�2

nC ky0

则传播矢量的 z分量为

kzmn
D .k2

� k2
xm

� k2
yn
/1=2

其中若 k2
xm

C k2
yn
> k2,应取负虚部.

利用变换对
e� jkR

4 R
D

1

.2 /2

ˆ 1

�1

e˙ jkzz

2 jkz
e jk · .���0/ dk (8.8)

其中传输矢量是连续值, ˙分别对应 z 7 0. 再利用变换对

1

.2 /2

ˆ 1

�1

e j.kmn�k/ · � d� D ı.kmn � k/

交换积分和求和次序,代入式 (8.6a)及式 (8.2),得到

A.�; z/ D

1X
mD�1

1X
nD�1

QJmn
e˙ jkzmn z

2 jkzmn

	mn.�/ (8.9)
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再根据 (8.4),得到散射电场

E s.�; z/ D
1

2!"

X
m

X
n

1

2 jkzmn

"
k2 � k2

xm
�kxm

kyn

�kxm
kyn

k2 � k2
yn

#
· QJmn	mn.�/ e˙ jkzmn z (8.10)

散射磁场也可类似求得

H s.�; z/ D �5A.�; z/ (8.11)

对于一般性的 ˝,有"
QEs
x.˛; ˇ/

QEs
y.˛; ˇ/

#
D

1

j!"0

"
k0 � ˛2 �˛ˇ

�˛ˇ k0 � ˇ2

#
z
G .˛; ˇ/

"
QJ s
x.˛; ˇ/

QJ s
y.˛; ˇ/

#
(8.12)

其中

z
G .˛; ˇ/ D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

� j

2.k2
0 � ˛2 � ˇ2/

1
2

I ; k2
0 > ˛

2 C ˇ2

1

2.˛2 C ˇ2 � k2
0/

1
2

I ; 其它

˛; ˇ 分别是 x; y 经过 Fourier变换后的变量. 当 FSS是严格双周期 (无限大),则感应电流 J

的 Fourier变换为离散值,记为一系列谱域参量 Floquet模式 ˛mn和 ˇmn,其精确表达式为:

˛mn D
2 m

T�1

C k0 sin � cos' (8.13)

ˇmn D
2 n

T�2
sin˝

�
2 m

T�1

cot˝ C k0 sin � sin' (8.14)

对式 (8.12) 做 Fourier 反变换, 并强制边界条件, 在 FSS 的导电表面处令 E s D �E i, 于是

得到

1

j!"0

X
m

X
n

"
k2

0 � ˛2
mn �˛mnˇmn

�˛mnˇmn k2
0 � ˇ2

mn

#
· z
G .˛mn; ˇmn/

"
QJ s
x.˛mn; ˇmn/

QJ s
y.˛mn; ˇmn/

#
e j .˛mnxCˇmny/

D
X
m

X
n

"
QGxx

QGxy

QGxy
QGyy

#"
QJ s
x.˛mn; ˇmn/

QJ s
y.˛mn; ˇmn/

#
e j .˛mnxCˇmny/

D �

"
E i

x.x; y/

E i
y.x; y/

# (8.15)

其中为了简化表达, G的分量中已经包含了前面的系数等. 一旦通过解上述方程确定了感应

电流,其它我们关心的物理量,比如反射和传输系数,以及 FSS的散射矩阵等都可以求出.

对于孔状的 FSS (电感性),我们可以应用对偶原理,用H 替换 E ,并且利用 FSS几何上的对

称性,可利用孔径上的电场 E a 定义磁流密度 K :

K D E a
� Oz (8.16)
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可以得到关于 E a的横向分量的下列方程:

2

� j!�0

X
m

X
n

"
˛mnˇmn k2

0 � ˛2
mn

�k2
0 C ˇ2

mn �˛mnˇmn

#
z
G .˛mn; ˇmn/ ·

"
Ea

x.˛mn; ˇmn/

Ea
y.˛mn; ˇmn/

#
e j .˛mnxCˇmny/

D

"
H i

x

H i
y

#
(8.17)

必须指出的是, 上式仅限于理想导体 FSS. 如果 FSS 具有有限的导电率, 我们就必须采用求

解 FSS导电部分电流的方法,而不能直接求解孔径内的场.

III. 带有介质层的 FSS

实际应用中, FSS结构可能是 i)嵌入在有限厚度的介质层中, ii)印制在基片上, iii)夹在两层

介质中间. 如图 8.2所示.

 1

 2

图 8.2 夹介质层的 FSS

考虑带有一层基板和一层覆盖层的情况. 为了修正前述孤立 FSS的感应电流的算子方程,我

们简单地把 (8.15)式中的谱域并矢格林函数用新的考虑了基板和覆盖层的格林函数替换掉. 多

层介质的谱域并矢格林函数可以方便地用谱域导抗法求得.

仍然用 Jx 和 Jy 来表示表面电流,入射场产生的表面电流方程可以表示为

�

"
E i

x.x; y/

E i
y.x; y/

#
D
X
m

X
n

"
QGe

xx
QGe

xy

QGe
xy

QGe
yy

#"
QJx.˛mn; ˇmn/

QJy.˛mn; ˇmn/

#
e j .˛mnxCˇmny/ (8.18)

其中 "
QGe

xx
QGe

xy

QGe
xy

QGe
yy

#
D

"
QZe cos2 � C QZh sin2 � . QZe � QZh/ sin � cos �

. QZe � QZh/ sin � cos � QZe sin2 � C QZh cos2 �

#
(8.19)

而

QZe,h
D

1

Y Ce,h C Y �e,h
; Y Ce,h

D Y
e,h
1

Y
e,h
1 C Y

e,h
0 coth 
1t1

Y
e,h
1 coth 
1t1 C Y

e,h
0

; Y �e,h
D Y

e,h
2

Y
e,h
2 C Y

e,h
0 coth 
2t2

Y
e,h
2 coth 
2t2 C Y

e,h
0

;

Y e
i D j!

"0"ri


i
; Y h

i D �

i

j!�0
; 
i D .˛2

mn C ˇ2
mn � "rik

2
0/

1=2; � D arctan
ˇmn

˛mn
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入射场在导电表面的横向分量是通过在每个介质层中建立 z 方向矢量势来得到的. 在每个

界面处应用适合的连续性边界条件,就可以得到以下两个表达式,分别代表 TE模和 TM模:

TE:

"
E i

x

E i
y

#
D j .R1 CR2/ e j .˛xCˇy/

"
�ˇ

˛

#
(8.20)

TM:

"
E i

x

E i
y

#
D


1

!"r1"0
.R1 �R2/ e j .˛xCˇy/

"
˛

ˇ

#
(8.21)

其中

R1 D

0

D

e
0t1

sinh 
1t1

�
N
2
2 C 
0 N
1 C .
0 C N
1/ N
2 coth 
2t2

�
R2 D �


0

D

e
0t1

sinh 
1t1

�
N
2
2 � 
0 N
1 C .
0 � N
1/ N
2 coth 
2t2

� ; N
i D

8<:
i ; TE


i="ri ; TM

D D .
0 C N
2
1 / N
2 coth 
2t2 C .
0 C N
2

2 / N
1 · coth 
1t1 C . N
2
1 C N
2

2 /
0 C 2
0 N
1 N
2 coth 
2t2 coth 
1t1;

当金属具有有限电导率时,屏表面的总电场不再为 0,需要对式 (8.15)和式 (8.18)作出修正.

对于薄导体层来说,表面的总电场即等于表面阻抗与表面电流密度之积,即"
Es

x

Es
y

#
C

"
E i

x

E i
y

#
�Zs

"
Jx

Jy

#
D 0 (8.22)

其中 Zs 是无限大薄导体层的阻抗. 将式 (8.22)代入式 (8.15)和式 (8.18)等即可得到处理有

限电导率金属层 FSS的方程. 对于孤立 FSS:

�

"
E i

x.x; y/

E i
y.x; y/

#
D
X
m

X
n

"
QGxx

QGxy

QGxy
QGyy

#"
QJx.˛mn; ˇmn/

QJy.˛mn; ˇmn/

#
· e j .˛mnxCˇmny/

�Zs

"
Jx

Jy

#
(8.23)

对于介质层中的 FSS:

�

"
E i

x.x; y/

E i
y.x; y/

#
D
X
m

X
n

"
QGe

xx
QGe

xy

QGe
xy

QGe
yy

#"
QJx.˛mn; ˇmn/

QJy.˛mn; ˇmn/

#
· e j .˛mnxCˇmny/

�Zs

"
Jx

Jy

#
(8.24)

8.2.3 矩量法解算子方程

首先将式 (8.23)和 (8.24)改写为符号形式

Lu D g (8.25)
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其中 u或代表未知感应电流 J 或孔径场 E a (取决于我们是求解贴片或孔径型 FSS), g 对应

已知的入射 E i 或H i场, L是算子. 首先将 u表示为一系列基函数 ffig

u D
X

i

Cifi (8.26)

其中 fCig是待求系数. 将 (8.26)代入 (8.25),并按 Галёркин法,选 f 为检验函数,则 (8.25)

转化为下列矩阵方程 "
fj ;

X
i

CiLfi

#
D
�
fj ;g

�
; j D 1; 2; : : : (8.27)

其中标量积 Œa;b�定义为

Œa;b� D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:
ˆ

plate
a� ·b ds 贴片

ˆ
aperture

a�
� b · Oz ds 孔径

其中 a�是 a的复共轭.

求解的效率与基函数的选择有很大关系. 选择时应当考虑以下几个方面. 第一, 为了使用

以表示未知电流的基函数数目最少, 使矩阵尺寸最小, 这些基函数应当满足合适的边界条件.

第二,选择可以进行解析 Fourier变换的基函数脚腕方便,这样在变换域下使用算子方程 (8.23)

和 (8.24)时就无需数值求解. 第三,为了不用花费大量的时间来计算矩阵元素中的标量积,基函

数的变换应对较大的 ˛ 和 ˇ 可以较快收敛. 第四的考虑的因素是,若精确表示未知表面电流密

度或孔径场所需的基函数数目太大,就应使用迭代而不是 Gauss消去类的方法.

I. 全域基函数

总体来说有两类方法,全域基和分域基. 首先考虑全域基. 一般来说,全域基函数支撑在整个

待求 FSS单元域上,并针对区域的特定几何形状加以定制. 例如,对于类似偶极子、方形贴片、圆

形贴片、十字、耶路撒冷十字等单元,都已经成功地求得全域基函数. 圆环和方环也得到了深入

的研究. 这些花样如图 8.3所示.

图 8.3 FSS常见花样

采用 Галёркин法,对 (8.27)采用合适的基函数和测试函数,可得到求解未知系数 Cj 的矩阵
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方程264
ˆ
J �

xiE
i
x dsˆ

J �
yiE

i
y ds

375 D
X

i

X
m

X
n

"
QJ �
xi 0

0 QJ �
yi

#"
QGxx

QGxy

QGxy
QGyy

#
·

"
QJxj .˛mn; ˇmn/ 0

0 QJyj .˛mn; ˇmn/

#"
Cxj

Cyj

#

�Zs

264Cxj

ˆ
J �

xiJxj ds

Cyj

ˆ
J �

yiJyj ds

375 ; j D 1; 2; : : : (8.28)

一些典型的 FSS花样的的全域基函数如下:

1. 长方形孔径或贴片

Ea
xpq D Ox

Tp

�
2

b
x

�
"
1 �

�
2

b
x

�2
# 1

2

sin

�
q 

d

�
y C

d

2

��
; Ea

yrs D Oy

Ts

�
2

d
y

�
"
1 �

�
2

d
y

�2
# 1

2

sin

�
r 

b

�
x C

b

2

��

Jxpq D Ox

Tp

�
2

d
y

�
"
1 �

�
2

d
y

�2
# 1

2

sin

�
r 

b

�
x C

b

2

��
; J a

yrs D Oy

Ts

�
2

b
x

�
"
1 �

�
2

b
x

�2
# 1

2

sin

�
q 

d

�
y C

d

2

��

其中 p; s D 0; 1; : : :, q; r D 1; 2; : : :, Ti 是 i 阶第一类 Чебышев函数.

2. 圆形孔径或贴片

E�pq.�; '/ D O�

Tp

�
2

d
�

�
"
1 �

�
2

d
�

�2
# 1

2

e jq' ; E'rs.�; '/ D O'

"
1 �

�
2

d
�

�2
# 1

2

Ur

�
2

d
�

�
e js'

J'pq.�; '/ D O'

Tp

�
2

d
�

�
"
1 �

�
2

d
�

�2
# 1

2

e jq' ; J�rs.�; '/ D O�

"
1 �

�
2

d
�

�2
# 1

2

Ur

�
2

d
�

�
e js'

其中, � D 0; 1; 2; : : :, r D 1; 2; : : :, q; s D 0;˙1;˙2; : : :, Ur 是 r 阶第二类 Чебышев函数.
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3. 细线振子或开槽

Jyp D Oy sin

�
p 

L

�
y C

L

2

��
Px.0;W /Py.0; L/; Jx D 0

Ea
yp D Oy sin

�
q 

L

�
y C

L

2

��
Px.0;W /Py.0; L/; Ea

x D 0

其中 p D 1; 2; : : :, q D 0; 1; 2; : : :,而

Px.x0;D/ D

8̂<̂
:1; jx � x0j 6

D

2

0; 其它
; Py.y0;D/ D

8̂<̂
:1; jy � y0j 6

D

2

0; 其它

II. 分域基函数

一般来讲,采用全域基时,对应于 (8.28)的矩阵尺寸不会超过 20 � 20. 而精确表示电流或孔

径场所需的分域基函数数目则要大出一个数量级. 此外,除非 ˛mn 和 ˇmn 中的 m和 n很大,分

域基的 Fourier变换收敛不是很快,这样就需要更多的 Floquet谐波项使之收敛. 然而,可以通过

快速 Fourier变换方法 (FFT)来加速收敛. 若发现式 (8.28)的矩阵尺寸太大,无法用传统消去法

求解,可能就需要使用迭代方法来求解[9].

Jx

Jy

Jy

Jx

x

y

Jy

Jx

图 8.4 用以表示电流的屋顶基和余弦基函数

最常用的分域基是屋顶函数,使得散射场可以用一个收敛的级数来表示. 如图 8.4所示,在垂

直网格边界的方向上电流趋近于零,而在平行网格方向上不为零. 电流的每个分段都横跨两个

网格,每个网格上至少有一个 Ox方向和一个 Oy 方向的屋顶基叠加. 坐标系选择时,采样点处在每

个网格的中央.

对于孔径表面,或在周期性单元边界上有金属跨接的结构,可在单元边界上设置屋顶基函数,

使得电流可以跨过边界流入相邻单元. 相对边界的电流可用 Floquet条件来约束,所以仅取一侧

即可. 考虑如式 (8.24)中关于电流密度分布的一般问题. 若网格划分为M �N 个节点, Jx 和 Jy
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可用如下形式表示

Jx D

M=2�1X
mD�M=2

N=2�1X
nD�N=2

Ix.m; n/Bx.m; n/ (8.29)

Jy D

M=2�1X
mD�M=2

N=2�1X
nD�N=2

Iy.m; n/By.m; n/ (8.30)

其中 Bx 和 By 是分域基函数, Ix 和 Iy 是应分段对应电流元的未知幅度. 很明显,位于贴片

外的分域权重应为零.

电流基函数可以用下列方程来描述:

Bx.m; n/ D �
�
mC

1
2

�
˘.n/ (8.31)

By.m; n/ D �.m/˘
�
nC

1
2

�
(8.32)

其中对于采用屋顶基的离散方式,有

˘.n/ D

8̂<̂
:1; jy � n�y j <

�y

2

0; 其它
; �.m/ D

8̂<̂
:1 �

j x �m�x j

�x
; j x �m�x j < �x

0; 其它

对于余弦基离散,则有

˘.n/ D

8̂<̂
:cos k0y; jy � n�y j <

�y

2

0; 其它
; �.m/ D

8̂<̂
:

sin k0.�x � jxj/

�x�y sin k0�x
; j x �m�x j < �x

0; 其它

此处 �x D tx=M , �y D ty=N .

一种较好的划分是将单元划分为 N � N 个节点,采用等尺寸屋顶基函数. 这样的离散化就

可以对算子方程中的二重积分进行 FFT.

III. 边界条件

共轭梯度法的收敛速度与方程算子的条件数直接相关. 而该条件数与施加边界条件的方式

有密切关系. 此处应用电场边界条件,该阻抗边界条件可表示为

E s
CE i

�ZsJs D 0 (8.33)

其中 Zs 是无限大薄阻片的波阻抗. 通过用测试函数求积分来进行检验,式中 S 是测试函数

的支撑集: ˆ
S

T · .E s
CE i

�ZsJs/ ds D 0 (8.34)
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分别用 T 和 B 来代表式 (8.24)中的测试函数和基函数,对于屋顶基和余弦基函数,改变积分

顺序,对应的算子方程可以改写为

�

"
Ex0

QT �
x .0; 0/P

�.p C
1
2
; q/

Ey0
QT �
y .0; 0/P

�.p; q C
1
2
/

#
D

(
N=2�1X

nD�N=2

M=2�1X
mD�M=2

"
QGxx.m; n/ QGxy.m; n/

QGyx.m; n/ QGyy.m; n/

#
·

(
N=2�1X

tD�N=2

M=2�1X
sD�M=2

e� j.kxsm�xCkyt n�y/

"
Ix.s; t/

Iy.s; t/

#)
· e j.kxmp�xCkynq�y/

)

CZs

"
Fx.p; q/ 0

0 Fy.p; q/

#"
Ix.p; q/

Iy.p; q/

#
(8.35)

其中

P.m; n/ D e� j.kxi m�xCkyi n�y/

或写作

�

"
Ex0

QT �
x .0; 0/P

�.p C
1
2
; q/

Ey0
QT �
y .0; 0/P

�.p; q C
1
2
/

#
D

"
P �.p; q/ 0

0 P �.p; q/

#
FFT�1

("
QGxx.m; n/ QGxy.m; n/

QGyx.m; n/ QGyy.m; n/

#
·

FFT

("
P.s; t/ 0

0 P.s; t/

#"
Ix.s; t/

Iy.s; t/

#))
CZs

"
Fx.p; q/ 0

0 Fy.p; q/

#
·

"
Ix.p; q/

Iy.p; q/

#
(8.36)

其中

QG0
xx D �A

1X
rD�1

1X
sD�1

k2
0 � k2

xm0

kzn0m0

QBx.m
0; n0/ QT �

x .m
0; n0/ (8.37a)

QG0
xy D A

1X
rD�1

1X
sD�1

kxm0kyn0

kzn0m0

QBy.m
0; n0/ QT �

x .m
0; n0/ · e j Œk

x0
m

.�x=2/�k
y0

n
.�y=2/� (8.37b)

QG0
yx D A

1X
rD�1

1X
sD�1

kxm0kyn0

kzn0m0

QBx.m
0; n0/ QT �

y .m
0; n0/ · e� j Œk

x0
m

.�x=2/�k
y0

n
.�y=2/� (8.37c)

QG0
yy D �A

1X
rD�1

1X
sD�1

k2
0 � k2

yn0

kzn0m0

QBy.m
0; n0/ QT �

y .m
0; n0/ (8.37d)

其中

A D
�0

2k0

�x�y

txty

QB 和 QT 分别是基函数和测试函数的 Fourier 变换. 使用 M � N FFT 时, m0 D m C rM ,

n0 D nC sN , �N=2 � n � N=2 � 1, �M=2 � m � M=2 � 1.
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若定义 ˛ D kxn
�x, ˇ D kym

�y,则对于屋顶基函数:

QBx.m; n/ D sinc2
�˛
2

�
sinc

�
ˇ

2

�
QBy.m; n/ D sinc

�˛
2

�
sinc2

�
ˇ

2

�

对于余弦基函数:

QBx.m; n/ D
k0

�x

1

k2
0 �

� ˛

�x

�2
·

1

sin k0�x
.cos˛ � cos k0�x/ ·

�
sinc

k0�y � ˇ

2
C sinc

k0�y C ˇ

2

�

QBy.m; n/ D
k0

�y

1

k2
0 �

�
ˇ

�y

�2
·

1

sin k0�x
.cos˛ � cos k0�y/ ·

�
sinc

k0�x � ˛

2
C sinc

k0�y C ˛

2

�

阻抗项 Fs 是基函数和测试函数的标量积,可以较为简便得由解析计算求得,定义为

Fx.m; n/ D C1ı.m � 1; n/C C2ı.m; n/C C1ı.mC 1; n/ (8.40a)

Fy.m; n/ D D1ı.m � 1; n/CD2ı.m; n/CD1ı.mC 1; n/ (8.40b)

其中 Kronecker函数 ı定义为

ı.m; n/ D

8<:1; 当 m D r; n D s时

0; 其它

s和 r 是电流元的标号. 另外,对于边界元素,即 m; n D �N=2或 N=2� 1, ı函数需要作如下

修正:

m D �
M

2
ı.m � 1; n/ �! e jkxi

txı

�
M

2
� 1; n

�
(8.41a)

m D
M

2
� 1 ı.mC 1; n/ �! e� jkxi

txı

�
�
M

2
; n

�
(8.41b)

n D �
N

2
ı.m; n � 1/ �! e jkyi

tyı

�
m;
N

2
� 1

�
(8.41c)

n D
N

2
� 1 ı.m; nC 1/ �! e� jkyi

tyı

�
m;�

N

2

�
(8.41d)

对于屋顶基函数和线积分测试函数,有

C1 D D1 D
1

8
�x�y; C2 D D2 D

3

4
�x�y (8.42)
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而对于屋顶基函数和屋顶基测试函数,有

C1 D D1 D
1

6
�x�y; C2 D D2 D

2

3
�x�y (8.43)

对于屋顶基函数和余弦基函数,计算 QG 的无穷级数和可以进行截断. 在 n;m ! 1时,求和

项的幅度按照下式衰减:
1

mn.m2 C n2/1=2
(8.44)

若采用 Галёркин方法,该无穷级数收敛将大大加快,其渐进形式为

1

.mn/2.m2 C n2/1=2
(8.45)

选用不同的基函数,不但可以在求和时带来不同的收敛速度,在迭代求解时也可以获得不同

的收敛性.

8.2.4 场分解以及传输系数的计算

对于孤立导体单元,可按下述方法计算传输系数. 对于介质中的 FSS,其计算方法可参考有

关文献[35].

I. 矩形周期单元

由于表面是平面的,我们很自然想到将场分解为 Oz向的 TE和 TM场,其电势形式为

A˙
p .�; z/ D

1X
mD�1

1X
nD�1

a˙
pmn	mn.�/ e˙ jkzmn z; z 7 0 (8.46)

其中下标 p代表极化. 散射常可以分解为两种极化场

E D ETM CETE D
1

j!"
.5 ·5 C k2 I · /ATM � �5ATE (8.47a)

H D HTM CHTE D
1

j!�
.5 ·5 C k2 I · /ATE C �5ATM (8.47b)

由于 TE场仅由磁场的 z 分量确定, TE势系数 a˙
TE;mn 可以利用式 (8.11)和 (8.9)求得,或利

用 (8.47b)代入 (8.46),并令 ATM D 0. 类似也可得到 TM势系数 a˙
TM;mn. 结果为

aC
TE;mn D

� j!�

2kzmn
.k2

xm
C k2

yn
/
.kyn

QJxmn
� kxm

QJymn
/; a�

TE;mn D aC
TE;mn (8.48a)

a�
TM;mn D

�1

2 j.k2
xm

C k2
yn
/
.kyn

QJxmn
C kxm

QJymn
/; a�

TM;mn D �aC
TM;mn (8.48b)

通过分离表面 z D 0处的切向传输和反射电场,可以得到传输和反射系数. 由于二维表面可
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能使一种极化的能量同时散射为 TE或 TM极化,同时定义同向极化和交叉极化.

同向极化:

T
p;00

p;00 D 1C
aC

p;00

ai
p;00

; R
p;00
p;00 D

a�
p;00

ai
p;00

; (8.49)

交叉极化,下标表示入射场,上标表示散射场:

T
TM;00

TE;00 D
aC

TM;00

ai
TE;00

��
"

� 1
2
; T

TE;00
TM;00 D

aC
TE;00

ai
TM;00

�
"

�

� 1
2

(8.50a)

R
TM;00
TE;00 D

a�
TM;00

ai
TE;00

��
"

� 1
2
; R

TE;00
TM;00 D

a�
TE;00

ai
TM;00

�
"

�

� 1
2

(8.50b)

II. 一般情况

求出散射电场之后,可以按下式求得传输系数:

TTM D
j!"0E

t
z�

k2
0 C 
2

mn

�s
mn

�
k2

0 C 
2
mn

�

kl

�
k2

0 C 
2
kl

� NTM (8.51)

TTE D
j

ˇmn

�
Es

x C j˛mn
mnE
s
z

�s
mn

�
k2

0 C 
2
mn

�

kl

�
k2

0 C 
2
kl

� NTE (8.52)

其中

E t
z D j

�
˛mnE

s
x C ˇmnE

s
y

�

mn

; 
mn D � j
q
k2

0 � ˛2
mn � ˇ2

mn 或 �

q
˛2

mn C ˇ2
mn � k2

0

NTM D

8<:1 TM波入射

�0 TE波入射
; NTE D

8<:1 TE波入射

1=�0 TM波入射
;

8.3 多层介质问题

在微带电路、地质探测、遥感、电波传播、埋地天线等研究领域需要计算平面分层介质中的电

磁场. 随着现代民用和军用电子设备迅速向小型化、轻量化、高可靠、多功能和低成本方向发展,

多层微波集成电路技术越来越受到重视. 于是,多层微波结构的精确电磁仿真与设计变得越来

越重要. 分层介质问题长期以来都是电磁场研究中的一个热点. 其中较重要的谱域方法包括伊

藤龙男提出的谱域导抗法 [22] 和方大纲等提出的离散复镜像法 (DCIM)[11, 16, 52] 等等. 图 8.5所

示是部分分层介质传输线的例子. 图中金色部分表示导体,灰色和天蓝色分别表示不同的介质.

下面我们首先通过合适的电磁矢量位来导出一种通用的谱域格林函数,将复杂的分层介质

问题转化成谱域传输线模型.
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(a)微带线 (b)共面波导 (c)共面带线 (d)槽线

(e)倒置微带线 (f)悬挂微带线 (g)覆盖微带线 (h)屏蔽微带线

(i)镜像介质波导 (j)带状介质波导 (k)鳍线 (l) H波导

图 8.5 部分分层传输线的例子

8.3.1 多层介质的一般谱域格林函数

I. 利用电磁矢量位进行场分解

任何区域内的场都可以用电矢量位F 和磁矢量位A完全表示[13]. 实际上, fAx; Ay ; Az; Fx; Fy ; Fzg

中的任意两个已经可以表示任意空间内的任意场. 对于分析如图 8.6所示坐标系下的多层介质,

我们选用 .Az; Fz/来分解场. 矢量位选择为

A D Az.x; y; z/Oz (8.53)

F D Fz.x; y; z/Oz (8.54)

同时设在 11和 21层之间, x � y 平面内有任意表面电流分布,设为

Js.x; y/ D Jx.x; y/ Ox C Jy.x; y/ Oy (8.55)

第 163页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记

11, 11 D11

12, 12 D12

1 j, 1 j D1 j

1m, 1m D1m

21, 21 D21

2i, 2i D2i

2n, 2n D2n

Jx = (x) (y)
x

z

– y

z11

z21

z12

z22

z2n

z1m

y

22, 22 D22

图 8.6 一般性多层介质示意图

利用相应的格林函数,可以写出 Az; Fz 或 E ;H 的任意分量. 例如

Az.x; y; z/ D

¨
source

�
GAzJx

.x; y; zjx0; y0/ Jx.x0; y0/CGAzJy
.x; y; zjx0; y0/ Jy.x0; y0/

�
dx0 dy0

(8.56)

其中格林函数可以用求解单位表面电流Js D ı.x�x0/ı.y�y0/ Ox或 Js D ı.x�x0/ı.y�y0/ Oy

激励下对应的场分量或矢量位来得到.

定义变换对
QAz.kx; ky ; kz/ D

¨ 1

�1

Az.x; y; z/ e� jkxxe� jkyy dx dy (8.57)

Az.x; y; z/ D
1

4 2

ˆ 1

�1

ˆ 1

�1

QAz.kx; ky ; kz/ e jkxxe jkyy dkx dky (8.58)

对 (8.56)式作谱域变换并代入式 (8.58),可得

Az.x; y; z/ D
1

4 2

¨ 1

�1

�
QGAzJx

.kx; ky ; zj0; 0/ QJx.kx; ky/C QGAzJy
.ky ;�kx; zj0; 0/ QJy.kx; ky/

�
·

e jkxxe jkyy dkx dky (8.59)

于是针对 QAz 的格林函数可以写为矢量形式

QGAzJ .kx; ky ; z/ D
�

QGAzJx
.kx; ky ; zj0; 0/ QJx.kx; ky/C QGAzJy

.ky ;�kx; zj0; 0/ QJy.kx; ky/
�

(8.60)
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Js的方向可以任取,简便起见,我们取

Js D ı.x/ı.y/ Ox (8.61)

II. 求解谱域格林函数

根据变换关系以及 Js,在无源区域的 QE 和 QH 场量可以用 QAz 和 QFz 表示:8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

QEx D
kx

!"
·
@ QAz

@z
� jkx

QFz

QEy D
ky

!"
·
@ QAz

@z
C jky

QFz

QEz D
1

j!"

 
@2 QAz

@z2
C k2 QAz

! ;

8̂̂̂̂
ˆ̂̂̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂̂
:̂

QHx D jky
QAz C

kx

!�
·
@ QFz

@z

QHy D � jkx
QAz C

ky

!�
·
@ QFz

@z

QHz D
1

j!�

 
@2 QFz

@z2
C k2 QFz

! (8.62)

于是空域的波方程
·55Az C k2Az D 0 (8.63a)

·55Fz C k2Fz D 0 (8.63b)

变换为
@2 QAz

@z2
C ˇ2 QAz D 0 (8.64a)

@2 QFz

@z2
C ˇ2 QFz D 0 (8.64b)

其中 ˇ2 D k2 � k2
x � k2

y , k D k0
p
"r, =.ˇ/ < 0.

对于空域中的脉冲激励,变换到谱域后相当于平面波. 在分层介质界面上可以看成平面波入

射和反射问题. 于是,对于式 (8.64a)和 (8.64b)有形式解

QAzij D

�
e� jˇij zij C �Aij e jˇij zij

�
aij .kx; ky/ (8.65a)

QFzij D

�
e� jˇij zij C �F ij e jˇij zij

�
fij .kx; ky/ (8.65b)

注意到其与传输线上的电压电流方程类似. 其中,对于不同的边界条件可以确定 �A、�F、a

和 f .

首先考虑仅存在两层介质 11和 21的简单情况. 于是,式 (8.65a)和 (8.65b)变为

QAz11 D

�
e jˇ11z

C �A11e� jˇ11z
�
a11 (8.66a)

QAz21 D

�
e� jˇ21z

C �A21e jˇ21z
�
a21 (8.66b)

QFz11 D

�
e jˇ11z

C �F 11e� jˇ11z
�
f11 (8.66c)
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QFz21 D

�
e� jˇ21z

C �F 21e jˇ21z
�
f21 (8.66d)

根据切向边界条件

On � .H1 �H2/ D Js (8.67a)

On � .E1 �E2/ D 0 (8.67b)

对其作 Fourier变换,由于 Js 沿 x 方向,所以在谱域中边界条件应为: QEx、QEy、QHx 均在层间

边界上连续,而
QHy21 � QHy11

ˇ̌
zD0

D 1 (8.68)

根据谱域表达式 (8.62)和上述边界条件,可以得到 a和 f ,结果如下

f21 D
ky!�0 .1C �F 11/

Te
�
k2

x C k2
y

� (8.69a)

a21 D
kx .1 � �A11/ ˇ11

Tm
�
k2

x C k2
y

�
"11

(8.69b)

f11 D
ky!�0 .1C �F 21/

Te
�
k2

x C k2
y

� (8.69c)

a11 D �
kx .1 � �A21/ ˇ21

Tm
�
k2

x C k2
y

�
"21

(8.69d)

其中

Tm D j

�
ˇ11

"11
.1C �A21/ .1 � �A11/C

ˇ21

"21
.1C �A11/ .1 � �A21/

�
Te D j

�
ˇ11 .1 � �F 11/ .1C �F 21/C ˇ21 .1 � �F 21/ .1C �F 11/

�
对于多于两层的介质,利用类似的方法, QAz 和 QFz 可以分别求出. 表达式中的 � 可以等效为

级联传输线来进行计算. 对于磁矢量位,等效的传输线阻抗是 .ˇ="/,也即对于 TM波的波阻抗;

对于电矢量位,等效传输线导纳为 .ˇ=�/,与 TE波的波导纳相同. 同时,对于 QAz 的反射系数等

于传输线上电流波的反射系数,而 QFz 的反射系数则等于传输线上电压波的反射系数. 上述关系

可写为下列形式:

� 0
Aij

D
ZAij

�ZAij C1

ZAij
CZAij C1

D
ˇij ="ij � ˇij C1="ij C1

ˇij ="ij C ˇij C1="ij C1
(8.70)

� 0
Fij

D
YFij

� YFij C1

YFij
C YFij C1

D
ˇij � ˇij C1

ˇij C ˇij C1
(8.71)

其中

ZAij
D ˇij ="ij ; YFij

D ˇij =�ij D ˇij =�0 (8.72)
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若其中第二层介质是理想导体层,则有

� 0
Apec

D 1; ZApec D 0I � 0
Fpec

D �1; YFpec D 1

以上公式是针对第二层介质无限厚的情况来建立的. 若其为有限厚,或有多层介质覆盖,则

可以利用传输线关系,迭代求解其格林函数 [13],或采用渐近方法,忽略某些层的影响,在此不再

赘述.

III. 在平面传输线上的应用

对于求取多层介质中无厚度、无耗的平面传输线问题,本方法是比较方便的. 假设在 11和 21

层之间有一宽度为 w的导体沿 Oy 方向延伸,则其表面电流分布可写为

Js.x; y/ D e jkexf .y/ Ox (8.73)

其中 ke.D k0
p
"eff/是有效传播常数, f .y/是沿导体的横向电流分布. 采用类似于式 (8.60)

的方程,用 QGExJx
代替 QGAzJx

,可得

ˆ w=2

�w=2

Jx.x; y/Ex.x; y; 0/ dy D
1

4 2

ˆ 1

�1

QGExJx

�
�ke; ky ; 0 j 0; 0

�
F.ky/

2 dky (8.74)

其中

F.ky/ D

ˆ
�w=2w=2f .y/ e� jkyy dy (8.75)

令式 (8.74)左端为零,则通过解下式方程可以求得 "eff

ˆ 1

�1

QGExJx

�
�ke; ky ; 0 j 0; 0

�
F.ky/

2 dky D 0 (8.76)

特性阻抗由下式求出

Zc D �
1

4 2

�ˆ zD0

gp

ˆ 1

�1

QGEzJx

�
�ke; ky ; z

�
F.ky/

2 dky dz

�,"ˆ w=2

�w=2

f .y/ dy

#

D

"ˆ zD0

gp

ˆ w=2

�w=2

Ez.x; y; z/J
�
x .x; y; z/ dy dz

#,"ˆ w=2

�w=2

f .y/ dy

#
D
Vav

I

(8.77)

其中 gp代表地平面.

8.3.2 有厚度有耗传输线的谱域解法

对于有耗有厚度的传输线,可以采用修正的谱域解法,分析二维平面内的场分布 [27]. 以共面

波导为例,具有厚度和损耗的共面波导截面图如图 8.7a所示.

图中, t 是导体的厚度, �1 是中心导体的电导率, �0 是接地板的电导率. 中心导体宽度为 2a,
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r, tan

0 1
x

t

h

2a

y

2b

0

(a)共面波导截面

r, tan

0 J1 0J2 J2

2 21

(b)等效模型

r, tan

0

(c)推导格林函数的分层结构

图 8.7 有耗共面波导

两接地板之间距离为 2b;介质的厚度为 h,介电常数为 "r,损耗角正切为 tan ı.

求解时,建立如图 8.7b的等效模型. 其中,中心导带和间隙均用电导率为 �0 的导体取代,并

分别在˝1和˝2区域添加等效电流 J1 D .y1 �y0/E 和 J2 D .y2 �y0/E ,其中 y1 D j!"0 C�1,

y2 D j!"0, y0 D j!"0 C �0. 于是,电场 E.r/和导带和间隙处等效电流 Ji .r/之间有关系

E.r/ D

2X
iD1

.yi � y0/

ˆ
˝i

G
�
r � r 0

�
·Ji .r

0/ dr 0 (8.78)

其中, G 是针对如图 8.7c所示分层结构的并矢格林函数. 应当注意,该格林函数也反映了中

心导带和接地板的有耗特性.

若有 �1 D �0,即中心导带和接地板具有相同的电导率,则导带区域 ˝1 内的等效电流 J1 为

零. 于是,仅需要对于间隙区域 ˝2内求解积分方程 (8.78).

所有场量均假定具有 exp
�

j.!t � kzz/
�
形式,则 Fourier变换对为

QA.kx/ D

ˆ 1

�1

A.x/ e� jkxx dx (8.79)

A.x/ D
1

2 

ˆ 1

�1

QA.kx/ e jkxx dkx (8.80)

在式 (8.78)式两端加任意权函数 w.r/并积分,可以得到积分方程

ˆ b

�b

ˆ t

0

w.x; y/ ·

(
2X

iD1

.yi � y0/

ˆ b

�b

ˆ t

0

G .x; y; x0; y0; kz/ ·Ji .x
0; y0/ dy0 dx0

�E.x; y/

)
dy dx D 0

(8.81)

利用与上节类似的方法, 可以发现这一谱域格林函数的 y 相关项可以写为 exp. jˇy/

和 exp. jˇy0/的线性组合,于是,在合适选择 E.x; y/的基函数的条件下,可以大大简化积分方
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程 (8.81). 电场可以表示为

Ep.x; y/ D

mX
iD0

nX
j D0

aij
p  

i
p.x/'

j
p.y/; p D x; y; z (8.82)

在有关文献[27]中,作者选用的基函数  l
p.x/为 Legendre多项式, 'l

p.y/为分段线性函数. 通

过 Галёркин法可以求得电场分布,进而求取其它参数.

第 169页 http://www.jlao.net/emnotes


