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第 6章 矩量法

6.1 矩量法的基本原理

矩量法是一种将线性泛函方程离散化为线性矩阵方程的数值技术,它的基本概念在上世纪

初就已经被揭示,如 1915年俄国的机械工程师 Галёркин创立了 Галёркин法. 但它的正式命名

只是在 60年代末 R.F.Harrington教授完成的,它具有基本概念清晰、明了,处理方法灵活、简易,

适用范围广泛等优点,倍受电磁领域各国研究人员、学者的青睐,在这三十余年的历史中已经得

到了广泛的应用和长足的进步.

矩量法可以认为是加权余量法的一种特许形式,即内域积分形式的加权余量法,要求近似

解 U Œn� .r/满足边界条件. 从加权余量法的角度,可以解释如下: 对一般边值问题8<:AU .r/ � f .r/ D 0; r 2 v

biU
�
rbi

�
� gi

�
rbi

�
D 0; rbi

2 Si � SŒv�
(6.1)

应构作 n级近似解

U Œn� .r/ D '0 .r/C

nX
�D1

c�'� .r/ (6.2)

式中 '0 .r/应满足边界条件: bi'0

�
rbi

�
D gi

�
rbi

�
; rbi

2 Si � SŒv�; i D 1; 2; : : :

基函数则满足: '�

�
rbi

�
� 0; rbi

2 Si � SŒv�; i D 1; 2; : : :

但当边界条件形状复杂时,这样的 '0和 '� 很难找到,解决办法有三条:

1. 一般加权余量法或边界积分法;

2. Ritz变分法;

3. 矩量法的变种—有限元法.

具体地,矩量法的求解可以分为三个过程:

1. 离散化过程

这一过程的目的是将算子方程化为代数方程,具体步骤为:

(a) 在算子的定义域内选择一组基函数, f'� j� D 1; 2; : : : ; N g要求: 线性无关、完备;

(b) 将未知函数 U.x/表示为该函数的线性组合,即:

U.x/ � U ŒN �.x/ D

NX
�D1

C�'�
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(c) 将 U ŒN �.x/的展开式代入算子方程,利用算子的线性性质,将算子方程化为代数方程.

对于确定性问题 LU D f !

NX
�D1

C�L'� D f (6.3)

对于本征值问题 AU D �BU !

NX
�D1

C�A'� D �

NX
�D1

C�B'� (6.4)

注意: 前提是 U ŒN �.x/满足各项边界条件.

2. 取样检验过程

取样检验的目的是为了使近似解 U ŒN �.x/与准确解 U.x)之间的误差 (在某种意义下)极

小化,具体步骤为:

(a) 在算子 L的值域内选择一组权函数 (又称检验函数) fwu ju D 1; 2; : : : ; N g,它们也应

该是彼此线性无关的、完备的;
(b) 将权函数 wu 与离散化的算子方程求内积进行抽样检验,因为要确定 n个未知数,需

要进行 n次抽样检验;
(c) 利用算子的线性和内积的性质,将上述内积检验方程化为矩阵方程,即

LU D f !

NX
�D1

C�L'� D f !

8<:
PN

�D1 C� hL'� ; wui D hf;wui ;

or
PN

�D1 C� hwu; L'�i D hwu; f i

; u D 1; 2; : : : ; N

令 hwu;L'�i D Zu� ; hwu; f i D Vu,则有 ŒZu� � ŒC� � D ŒVu�

更一般地,可表示为:

ŒZu� � ŒI� � D ŒVu� (6.5)

式中, ŒZu� �称为广义阻抗矩阵; ŒI� �称为广义电流矩阵; ŒVu�称为广义电压矩阵.

3. 矩阵求解过程

一旦得到矩阵方程,就可以通过常规的线性方程求解方法得到展开函数的系数,即:

ŒC� � & ŒI� � D ŒZuv�
�1 ŒVu�

则

U ŒN �
D Œ'�T ŒCv�

将这一步单独列出的原因在于在矩量法的应用过程中代数方程的求解越来越重要,它涉

及到计算量、解的收敛性、稳定性等众多至关重要的方面,电磁领域的学者对此越来越关

注并作出了重要贡献,稍后再作解释.
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矩量法的具体求解与权函数、基函数的选择密切相关.

6.1.1 权函数的选择

根据权函数的不同选择,可以将矩量法分为几种不同的解法.

I. 伽辽金法

令权函数与基函数相同,即:

˚
wu

ˇ̌
uD1;2;:::;N

	
D
˚
'�

ˇ̌
�D1;2;:::;N

	

则 LU D f !

8<:
PN

�D1 I� h'u;L 'vi D h'v; f i

u D 1; 2; : : : ; N
! ŒZuv� ŒIv� D ŒVu�

Галёркин法与 Rayleigh-Ritz变分法等效;

Галёркин法适用范围更宽,直接从算子方程出发,概念明确,不需要写出泛函式,尤其是适用

于不能直接建立变分原理的问题;

业已证明, Галёркин法在全域权中是收敛最快、稳定性最好的方法.

例 解方程 8̂<̂
:�

d 2

dx2
u.x/ D 1C 4x2

u.0/ D u.1/ D 0

解 uŒN �.x/ D

NX
vD1

Cvuv D

NX
vD1

Cv.x � xvC1/

注意到 uv D x � xvC1满足 B.C.

LU D f !

NX
�D1

C�Lu� D f ! wu D x � xuC1

Zuv D hwu;Luvi D

ˆ 1

0

.x � xuC1/

"
�

d 2

dx2
.x � xvC1/

#
dx D

uv

uC v C 1

Vu D hwu; f i D

ˆ 1

0

.x � xuC1/.1C 4x2/ dx D
u.3uC 8/

2.uC 2/.uC 4/

代入 ŒZu� � ŒC� � D ŒVu�
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2666666666664

1

3

1

2
� � �

N

N C 2

1

2

4

5
� � �

2N

N C 3
:::

:::
: : :

:::

N

N C 2

2N

N C 3
� � �

N 2

2N C 1

3777777777775

2666664
C1

C2

:::

CN

3777775 D

2666666666664

11

30

7

12
:::

N.3N C 8/

2.N C 2/.N C 4/

3777777777775
N D 1; u �

11

10
.x � x2/

N D 2; u �
23

30
x �

1

10
x2 �

2

3
x3

N D 3; u D
5

6
x �

1

2
x2 �

1

3
x4

N > 4; u同上

II. 点配置法 (Point-matching method)

将权函数取为指定点
˚
ru

ˇ̌
uD1;2;:::;N

	
处的冲激函数: w� .r/ D ı

�
r � r�

�
; � D 1; 2; : : : ; n,

则对于确定性边值问题: LU D f W !
Pn

�D0 c�'�

�
r�

�
D f

�
r�

�
; � D 1; 2; : : : ; n

Zuv D L'v.ru/; Vu D f .ru/

其意义是余量 res .r/在n个离散点上等于零: res
�
r�

�
D 0; � D 1; 2; : : : ; n (即

Pn
�D0

�
c�'�

�
r�

��
�

f
�
r�

�
D 0) ,近似解在这些点上严格地满足方程 (及边界条件) ,其他点或区域的误差取决于 N

的大小及点的分布情况,无法直接控制.

点配置法免除了繁复的内积运算,简单明了,可以选取较多的点获得较高的精度;

一般情况下,取样点在区域内等间隔选取;

显然点配置法不宜用于未知函数有锐变点的问题.

对广义本征值问题,则为

U D �U W

nX
�D0

c�

h
'�

�
r�

�
� �Œn�'�

�
r�

�i
D 0; � D 1; 2; : : : ; n (6.6)

例 求解金属圆柱体上的电荷分布,如图 6.1所示. 假设 a � �;电荷周向均匀分布,导体有稳恒

电位 V0.

noindent解 电位与电荷的关系:

V.r/ D
1

4 "0

˚
v0

� dv0

r
D

1

4 "0

¨
S 0

�s ds0

r
(6.7)
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图 6.1 带电金属圆柱体

导体是等位体,导体表面为等位面,上式中场点在导体表面时:

4 "0V0 D

ˆ
L

�.y0/

jyi � y0j
dy0 (6.8)

上式可以看作为关于电荷的算子方程, L�.y0/ D 4 "0V0. 将整个圆柱体分为 N 段, 分别

为 �i ; i D 1; 2; : : : ; N ,选取矩形基函数

'i D

8<:1 y 2 �i

0 y … �i

则 � �

NX
iD1

�i'i !
X

i

�iL'i D 4 "0V0,

L'i D

ˆ �i

0

dy0

r
D

�ˇ̌
y � y0

i

ˇ̌ !

NX
vD1

�i�ˇ̌
y � y0

i

ˇ̌ D 4 "0V0

取 wi D ı.y � yi /,于是有

4 "0V0 D
�1�

jy1 � y0
1j

C
�2�

jy1 � y0
2j

C � � � C
�N�

jy1 � y0
N j

4 "0V0 D
�1�

jy2 � y0
1j

C
�2�

jy2 � y0
2j

C � � � C
�N�

jy2 � y0
N j

:::

4 "0V0 D
�1�

jyN � y0
1j

C
�2�

jyN � y0
2j

C � � � C
�N�

jyN � y0
N j

或写为广义电压电流矩阵形式

�
Zij

� �
�j

�
D
�
Vj

�
; Zij D

�ˇ̌
yi � yj

ˇ̌ ; Vj D 4 "0V0
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但是 i D j 时广义阻抗矩阵元素趋向于无穷大,不能用上式. 必须单独处理,即处理每节上

自身电荷的影响. 先求第 j 段上电荷均匀分布在表面时中心点的电位:

4 "0V0 D

¨
�s0

�s ds0p
a2 C y02

D

ˆ �
2

� �
2

�s2 a dy0p
a2 C y02

D 2�j ln
�

a

式中 �j D 2 a�s ,因此 Zjj D 2 ln
�

a
. 于是矩阵变为

26666666666664

2 ln
�

a

�

jy1 � y2j
� � �

�

jy1 � yN j

�

jy2 � y1j
2 ln

�

a
� � �

�

jy2 � yN j

:::
:::

: : :
:::

�

jyN � y1j

�

jyN � y1j
� � � 2 ln

�

a

37777777777775

2666664
�1

�2

:::

�N

3777775 D 4 "0V0

2666664
1

1
:::

1

3777775

取 L D 1m; a D 1mm; V0 D 1V; N D 25,电荷分布如图 6.2所示. 若取 a D 10mm,矩阵变得

病态,解不稳定.
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图 6.2 均匀细棒上的电荷分布

III. 子域法 (Sub-Domain Method)

令权函数为作用于不同子域的矩形脉冲函数序列:

w� .r/ D

8<:1 r 2 �V�

0 r … �V�

;

nX
�D1

�V� D V; � D 1; 2; : : : ; n
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则确定性算子方程:

LU D f W

nX
�D0

c�

˚
�V�

L'� dv D

˚
�V�

f dv;; � D 1; 2; : : : ; N

广义本征值方程:

AU D �BU W

nX
�D0

c�

"˚
�V�

A'� dv � �Œn�

˚
�V�

B'� dv

#
D 0; � D 1; 2; : : : ; N ;

1. 子域法使得原算子方程的余量 res .r/在每个子域 V�内的算术平均值等于零. 因而必然在

每个子域内部余量正负交差,未必比选点法好;

2. 将内积范围缩小在每个子域内,而且在子域内权函数为 1,简化了内积求解过程.

IV. 最小二乘法

根据方程的余量随展开系数的变化率选取权函数序列:

w� .r/ D p .r/
@res .r/

@C�
; p .r/ > 0; � D 1; 2; : : : ; n (6.9)

则加权余量法公式:

˝
res; w�

˛
D

˚
V

p res

�
@res

@C�

��

dv D 0; � D 1; 2; : : : ; n (6.10)

由于 J
n
U Œn�

o
只是 c�的函数,上式等价于变分方程

ıJ
n
U Œn�

o
D ı

˚
V

p jresj2 dv D 0 (6.11)

说明余量绝对值平方在 V 内按 p .r/的加权积分为最小值,是控制误差的最有效方法,称为

最小二乘法. 一般取 p.r/ D 1.

将 res的表达式 (如
Pn

�D0 c�'� � f )及 U Œn�代入,得:

AU D f W

nX
�D0

c�

˝
A'� ; pA'�

˛
D
˝
f; pA'�

˛
; � D 1; 2; : : : ; n (6.12)

AU D �BU W

nX
�D0

c�

h ˝
A'� ; pA'�

˛
� �Œn�

˝
A'� ; pB'�

˛
� �Œn�

˝
B'� ; pA'�

˛
C

�
�Œn�

�2 ˝
B'� ; pB'�

˛ i
D 0; � D 1; 2; : : : ; n (6.13)

最小二乘法是控制误差的最有效方法;这种方法虽然精度高,但计算复杂,较少采用.
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6.1.2 基函数的选择

矩量法的概念思路非常简单明了,但要用好矩量法并不容易,关键之一就是基函数的选择.

理论上说,可以存在无穷多种基函数,但在实际应用中往往只有少数几组基函数适用于给定问

题. 同时某些基函数比其他形式的基函数对于给定问题而言收敛更快,也就是说在给定精度下

需要的计算量更少. 一般来说,基函数越接近待求函数,收敛越快,而且往往随之阻抗矩阵的稳

定性也越好.

矩量法的基函数在满足线性无关、完备的条件下,还必须满足与未知函数相同类型的齐次边

界条件:

bi'�

�
rbi

�
� 0; i D 1; 2; : : : ; rbi

2 Si � SŒv�

此外当然还应符合算子、内积所要求的可微性和可积性条件. 一般来说,矩量法的基函数可

以分为全域基和分域基两大类,与上述权函数结合可以有各种不同的方法.

I. 全域基函数

全域基是指在算子的定义域内的全域上非零的一组基函数.

如果事先能够了解待求函数的特性,选择符合这种特性的基函数,解的收敛性将会很好. 如

对称振子天线上的电流分布接近正弦分布,就可以选择正弦函数为基函数.

全域基函数的最大优点是收敛快.

缺点是需要有关未知函数的先验知识,而未知函数的特性是很难事先了解的,而且有时即使

知道也很难用一个函数在整个域上进行描述,或者数学形式过于复杂,增加了计算量,这就限制

了全域基函数的应用.

几种常用的全域基函数为:

1. Fourier级数

I.x/ D I1 cos
 

2
x C I2 cos

3 

2
x C � � � C IN cos

2N � 1

2
 x

2. Чебышёв多项式

I.x/ D I1T1.x/C I2T3.x/C � � � C INT2N �1.x/

3. Maclaurin级数

I.x/ D I1 C I2x
2

C I3x
4

� � � C INx
2.N �1/

4. Legendre多项式

I.x/ D I1P0.x/C I2P2.x/C � � � C INP2.N �1/.x/
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II. 分域基函数

分域基函数是定义在算子定义域内,但只在各个子域内不为零,区域的其余部分其值为零的

一组线性无关完备序列.

选择分域基函数本质是一种区域离散化过程,未知函数展开成只在各子域存在的分域基函

数的线性组合. 如前述求解金属圆柱体上电荷分布的例子就是选择了矩形脉冲分域基函数.

即选取脉冲函数序列作为分域基函数序列,其元素 '� .r/仅在子域�V� 上取值. 与有限元方

法类似,也可以选用高阶基函数,如二次或三次插值基函数,可以在不增加未知数数目的情况下

提高精度. 例如一维边值问题中常用的分域基函数形式有:

S0 S1 S2 S3 S4 S5

S0 S1 S2 S3 S4 S5

1

f(s)

(a)矩形脉冲基

S0 S1 S2 S3 S4 S5

S0 S1 S2 S3 S4 S5

1

f(s)

(b)三角脉冲基 (c)分段正弦基

图 6.3 常见一维基函数

1. 矩形脉冲基:

P� .x/ D

8<:1 x 2 �x�

0 x … �x�
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2. 分段线性基 (或三角脉冲基) :

�� .x/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

x � x��1

x� � x��1
x 2 Œx��1; x� �

x�C1 � x

x�C1 � x�
x 2 Œx� ; x�C1�

0 x … Œx��1; x�C1�

3. 分段正弦基:

S� .x/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

sin Œk .x � x��1/�

sin Œk .x� � x��1/�
x 2 Œx��1; x� �

sin Œk .x�C1 � x/�

sin Œk .x�C1 � x�/�
x 2 Œx� ; x�C1�

0 x … Œx��1; x�C1�

4. 二次插值基:

'� .x/ D

8<:Av C Bv.x � xv/C Cv.x � xv/
2 x 2 �x�

0 x … �x�

5. 正弦插值基:

 � .x/ D

8<:Av C Bv sin k.x � xv/C Cv cos k.x � xv/
2 x 2 �x�

0 x … �x�

这几类基函数都有各自的特点,如矩形基:

U Œn� .x/ D

nX
�D1

c�P� .x0/ D

8<:c� .x D x�
� /

c�C1 .x D xC
� /

近似解在子域邻接点处不连续,微商有奇异性. 而对于三角脉冲基、分段正弦基和二次插值

基: 构成的近似解在全域上连续,但其微商在子域的端点不连续,二阶微商有奇异性. 如在 x�
��1

处微商小于零,而在 xC
��1处微商大于零 (正弦基时为 1) .

优点: 简单、灵活、不受未知函数特性的约束;

缺点: 收敛慢、欲得到全域基一样的精度,需要更多的分段数目,使得矩阵阶数增大.

近几年分域基函数得到了进一步的发展,出现了收敛速度快、适应性强的分域基函数形式,

如多路分支结构等.
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III. 二维基函数

一阶基函数 若求解区域是一个表面,它可以被划分为小的三角形区域. 在某些特殊情况下也

可划分为小矩形区域. 然而,普遍来说,三角形网格划分在表示特定表面形状时,具有更高的灵

活性和精度. 与脉冲基类似,可以得到表面上的一阶基函数,即在节点处为 1,并线性地在相邻节

点处下降到 0. 如图 6.4所示.

1

图 6.4 表面上的一阶基函数

nf
x

nf
y

y0 y1 y2 y3

x0

x1

x2

x3

图 6.5 屋顶基函数

屋顶基函数 在多数三维问题中,积分方程的未知函数是表面电流密度,是一个矢量. 对于这样

的未知数,基函数选择必须根据电流密度的性质加以选择. 一种常用的基函数被称为屋顶基函

数. 对于 x � y 平面上的一个矩形网格,对于表面电流的 x 和 y 分量的基函数分别定义为

f x
n D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

x � xi�1

xi � xi�1
; xi�1 6 x 6 xi ; yj �1 6 y 6 yj

xiC1 � x

xiC1 � xi
; xi 6 x 6 xiC1; yj �1 6 y 6 yj

0 其它

(6.14a)

f y
n D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

y � yi�1

yi � yi�1
; xi�1 6 x 6 xi ; yj �1 6 y 6 yj

yiC1 � y

yiC1 � yi
; xi�1 6 x 6 xi ; yj 6 y 6 yj C1

0 其它

(6.14b)

易见屋顶函数实际上是一个脉冲基函数和三角基函数的乘积: f x
n D �i .x/Pj .y/, f x

n D

Pi .x/�j .y/. 屋顶基函数如图 6.5所示. 它可以保证电流的连续性,并保证边界条件近似满足.
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RWG屋顶基函数 若表面划分为三角形网格,可以使用 RWG屋顶基函数 [42]来展开表面电流.

此函数定义为具有公共边 ln的相连的两个三角形:

fn.r/ D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

ln

2AC
n

�C
n r 2 TC

n

ln

2A�
n

��
n r 2 T �

n

0 其它

(6.15)

n

+

n

–

ln

O

r

Tn
–

Tn
+

(a)相连的三角形 (b) fn 的矢量图

图 6.6 RWG矢量基

其中, T˙
n 代表与第 n号边相连的两个三角形, A˙

n 是三角形 T˙
n 的面积, ln 是第 n条边的长

度, �˙
n 是如图 6.6a所示的由 TC

n 自由顶点指向 r ,或由 r 指向 T �
n 自由顶点的矢量. fn.r/的矢

量图如图 6.6b所示.

RWG矢量基使用时需要注意的最重要的特性是,其边 ln 的法向分量是常数 (被归一化),而

其它边的法向分量都为 0. 这一特性保证在所有边上,电流都连续分布.

6.1.3 矩量法中的若干问题

计算时间 t

t D AN 2
C BN 3

C CN 2Ni CDNNiNa (6.16)

其中 N 为未知量数目; Na 为观察点 (场点)数目. Ni 是依赖于待求物体几何形状、激励源数

目的常数. A、B、C、D是取决于计算方法、计算机类型的常数.

可见,为了节省计算时间,最有效的途径是减少 N (实际上就是矩阵的大小).

解的收敛性 与基函数、权函数的选择有关,选择合适,可以用较少的展开项数得到较高的精度.

解的稳定性 对于矩阵方程: ŒC� � & ŒI� � D ŒZuv�
�1 ŒVu�,

当 ŒZ�为奇异矩阵时, ŒZ��1不存在,因而解也不存在.

但当 ŒZ�接近奇异矩阵时,解不稳定,这种矩阵称为病态矩阵.
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在二维的情况下:

奇异矩阵: 意味着两条线平行,因而无解;

病态矩阵: 意味着两条线夹角接近零,不大的舍入误差会引起解的大范围变动,解不稳定,结

果不可信;

良态矩阵: 意味着两条线正交或大夹角,解对舍入误差不敏感,解稳定.

例 良态矩阵 8<:300x C 400y D 700

100x C 100y D 200

解为: x D 1; y D 1

微扰
�!

8<:303x C 400y D 700

101x C 100y D 200

解为: x D 0:99; y D 1

病态矩阵 8<:300x C 400y D 700

100x C 133y D 233

解为: x D 1; y D 1

微扰
�!

8<:300x C 400y D 700

100x C 133y D 232

解为: x D �3; y D 4

6.2 近似算子和扩展算子

在矩量法的实际应用中,有时算子很复杂,对于所选择的基函数 'v 和权函数 wu,内积运算

十分复杂,而且对于复杂算子,在其定义域内有时很难找到合适的基函数.

解决途径: 通过改变算子,即采用近似算子、扩展算子代替原来的算子,从而简化计算,并且

同样能够得到原来算子方程的矩量法解.

6.2.1 近似算子

没有一个统一的方法,只是根据算子的具体情况进行近似,目的是简化. 比较常规的方法有:

微分: 有限差分

积分: 有限求和或近似积分核代替实际积分核

例 8̂<̂
:�

d 2U

dx2
D 1C 4x2

U.0/ D U.1/ D 0

将区域 Œ0; 1�分为 N C 1段,除了区域端点外,有 N 个段点.

a)选择分域基、子域权,即

三角基:

T .x/ D

8̂<̂
:
1 � jxj .N C 1/ jxj <

1

N C 1

0 jxj >
1

N C 1
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脉冲权:

wu D

8̂<̂
:
1 jx � xuj 6

1

2.N C 1/

0 jx � xuj >
1

2.N C 1/

则 ŒZu� � ŒI� � D ŒVu�中

Zuv D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
2.N C 1/ u D v

�.N C 1/ ju � vj D 1

0 ju � vj > 1

; Vu D
1

N C 1

2641C

4u2 C
1

3
.N C 1/2

375

但此时不能用脉冲基,因为它不在算子 L D �d 2=dx2的定义域内,选用三角基后也不能用点

选配,因为 LT .x/中出现符号函数 ı.x/.

b)用近似算子的方法

有限差分代替微分:

du

dx
�
�u

�x
D

1

�x

�
u.x C

�x

2
/ � u.x �

�x

2
/

�
(6.17)

d 2u

dx2
�

1

�x2
fu.x C�x/ � 2u.x/C u.x ��x/g (6.18)

其中 �x D 1=.N C 1/,原来的算子方程就成为

Ldu.x/ D .N C 1/2
�

� u.x C�x/C 2u.x/C u.x ��x/
�

D 1C 4x2 (6.19)

选取脉冲基函数和冲激函数权 (点选配) ,即:

'v D

8̂<̂
:
1 jx � xvj 6

1

2.N C 1/

0 jx � xvj >
1

2.N C 1/

; wu.x/ D ı.x � xu/; xu D
u

N C 1

则: ŒZu� � ŒI� � D ŒVu�中

Zuv D
˝
Ld'v; wu

˛
D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
2.N C 1/2 u D v

�.N C 1/2 ju � vj D 1

0 ju � vj > 1

; Vu D 1C 4

�
u

N C 1

�2

结论:
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1. 原来不能用的脉冲基和点选配,可以用了,扩大了基函数和权函数选择范围,对于复杂问

题十分重要;

2. 与前面的分域基比较, Zuv 完全相同 (方程左右同时扩大了 .N C 1/倍, Vu 有微小的差别,

但当 N 很大时,也非常接近.

6.2.2 扩展算子

一个算子是由一种运算加上一个定义域来确定的,对于复杂算子,除了上面所说的近似算子

外,还可以用扩展算子来处理.

在原来的算子的基础上,构造一种新的运算,对原来的算子加以扩展,使得不在原来算子定

义域的某些函数在新的算子的定义域内,从而使原来不能成为基函数的某些函数对于新的算子

可以作为基函数. 这种重新构造的运算及其定义域称为原来算子的扩展算子.

F注意:

1)扩展算子不得改变原来算子在其定义域内的运算;

2)原来算子是自伴的,扩展算子也必须是自伴的.

构造扩展算子有二种常用的方式:

1)将原来的算子的定义域加以扩展而不改变未知函数的边界条件. 基函数的选择可以在扩

展算子的定义域中进行且满足边界条件;

2)将原来算子作用下未知函数的边界条件加以扩展,扩展为扩展算子作用下的未知函数的

边界条件. 基函数的选择可以不必满足原来算子作用下的未知函数的边界条件而满足扩展算子

作用下未知函数的边界条件.

下面以实例予以说明.

例 1 对于算子 L D �
d 2

dx2
; Œ0; 1�

hLf;U i D

ˆ 1

0

�U.x/
d 2f

dx2
dx D

ˆ 1

0

dU

dx
·

df

dx
dx � U.x/

df

dx

ˇ̌̌̌1
0

对于选择 U.0/ D U.1/ D 0的函数,则可以定义扩展算子 Le为:

hLef;U.x/i D

ˆ 1

0

dU

dx
·

df

dx
dx

显然

1) Le没有改变 L在定义域中的运算;

2) L要求二阶导函数存在,而 Le 只需要一阶导函数存在. 放宽了对基函数选择的限制,如此
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时可以选择脉冲函数为基函数.

'v D P.x � xv/ D

8̂<̂
:
1 jx � xvj 6

1

2.N C 1/

0 jx � xvj >
1

2.N C 1/

wu D T .x � xu/ D

8̂<̂
:
1 � .N C 1/ jx � xuj jx � xuj 6

1

.N C 1/

0 jx � xuj >
1

.N C 1/

得到

Zuv D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
2.N C 1/ u D v

�.N C 1/ ju � vj D 1

0 ju � vj > 1

; Vu D
1

N C 1

2641C

4u2 C
2

3
.N C 1/2

375
可见与原来的结论 Z 矩阵完全相同, V 向量有微小的差别,但当 N 趋向于无穷时也趋向于

一致.

例 2 在前述 hLf;U i中,如不满足边界条件,将出现边界项,可以定义 Le为:

hLef .x/; U.x/i D

ˆ 1

0

U.x/Lf .x/ dx �

�
f .x/

dU.x/

dx

ˇ̌̌̌�1

0

注意: 此时即使不满足边界条件, Le 也时自伴的,即 hLef;U i D hf;LeU i.

此时基函数不必满足边界条件,如全域基、Галёркин法: 'v.x/ D xv; wu.x/ D xu,则:

Zuv D

ˆ 1

0

xuŒ�
d 2.xv/

dx2
� dx �

�
xv d.x

u/

dx

�1

0

D
uC v � uv � u2v2

uC v C 1

Vu D
˝
1C 4x2; wu

˛
D

ˆ 1

0

.4x2
C 1/xu dx D

5uC 7

.uC 1/.uC 3/

当 N > 4时,同样得到精确解: U.x/ D
5

6
x �

1

2
x2 �

1

3
x4.

6.3 二维散射场的矩量法解

dl
n

y

xz

–

图 6.7 柱体及坐标系

考虑一任意截面的无限长柱形导体, 当外界电磁波

照射该导体时,在导体表面会激励起感应电流,该感应电

流又会产生散射场. 当外界入射场只有轴向电场时, 产

生 TM场,反之,只有轴向磁场时产生 TE场,任何电磁场

可以表示为一个 TM场和一个 TE场之和,即:
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1)对 TM场: Ez;H�;H'

2)对 TE场: Hz; E�; E'

6.3.1 二维电磁场的 Green函数

无源区域的Maxwell方程为: 8<: �5E D � j!�H

�5H D j!"E

对于 TM场: 8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

1

�

@

@�
.�H'/ �

1

�

@H'

@'
D j!"Ez

� j!�H� D
1

�

@Ez

@'

� j!�H' D �
@Ez

@�

设 TM场是由放置在原点的沿 z 向的轴向线电流产生的,强度为 I ,由于对称性,
@

@'
D 0,所

以: 8̂̂<̂
:̂
1

�

@

@�
.�H'/ D j!"Ez

j!�H' D
@Ez

@�

�!
1

�

@

@�

�
�
@Ez

@�

�
C .k�/2Ez D 0 (6.20)

上式为零阶 Bessel方程,其解为 Bessel函数、Neumann函数或者 Hankel函数,由辐射条件

lim
�!1

p
�

�
@Ez

@�
C jkEz

�
D 0

其解应该为第二类Hankel函数,即Ez D C H.2/
0 .k�/ ,式中C 待定常数. 又注意到H.2/0

0 .x/ D

� H.2/
1 .x/,于是

H' D
1

j!�0

@Ez

@�
D

C

j!�0

H.2/
0 .k�/

@�
D �

Ck

j!�0
H.2/

1 .k�/

由安培环路定律, ˛
l

H · dl D I

于是

H' D
1

2 �
I (6.21)

当 k� � 1时,由 Hankel函数的小宗量近似,

H.2/
1 .k�/ � j

2

 k�
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式 (6.21)变为

�
Ck

j!�0
j
2

 k�
D

1

2 �
I

故

C D �
I

4
!�0 D �

k�I

4

于是

Ez D �
k�

4
I H.2/

0 .k�/ (6.22)

对于放在空间任意位置的单位源,有:

Ge D �
k�

4
H.2/

0

�
k
ˇ̌
� � �0

ˇ̌�
有了 Green函数,就可以写出 TM场的一般表达式

Ez D �
k�

4

ˆ
l 0

Jsz.�
0/H.2/

0

�
k
ˇ̌
� � �0

ˇ̌�
dl 0 (6.23)

或

Ez D �
k�

4

¨
S 0

Jvz.�
0/H.2/

0

�
k
ˇ̌
� � �0

ˇ̌�
ds0 (6.24)

对于二维 TE场,同样可以导出 Green函数为:

Gm D �
k

4�
H.2/

0

�
k
ˇ̌
� � �0

ˇ̌�
(6.25)

与 TM场不同,此时源分布是等效磁流源MZ .

6.3.2 导体柱体 TM场的矩量法解

现在考虑一种外加电场 E i
z 照射柱体的情况.

I. 等效原理

由等效原理,一激励源附近存在一个理想导体时空间总的电磁场等于导体不存在时的激励

场加上感应电流产生的散射场,即:

E D E i
CE s H D H i

CH s

而且总的电磁场满足Maxwell方程及各类边界条件.
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II. 电积分方程 (EFIE)

对于 TM场而言,在导体表面 EzjC D .E i
z CEs

z /jC D 0. 对于 JZ 而言,有:

Es
zjc D �

k�

4

ˆ
c

Jz.�
0/H.2/

0 .k
ˇ̌
� � �0

ˇ̌
/ dl 0; �0

2 C;� 2 C

所以

E i
z

ˇ̌
c

D
k�

4

ˆ
c

Jz.�
0/H.2/

0 .k
ˇ̌
� � �0

ˇ̌
/ dl 0; �0

2 C;� 2 C (6.26)

这就是关于 Jz 的积分方程,写成算子方程的形式为:

LJz D E i
z

其中

L D
k�

4

ˆ
c

H.2/
0 .k

ˇ̌
� � �0

ˇ̌
/ dl 0

III. 矩量法解

令 Jz D
PN

nD1 CnJn,将导体分成 n段,选取脉冲基函数:

Jn D

8<:1; � 2 �Cn

0; 其它

采用点配置法,即 wm D ı.x � xm; y � ym/

Zmn D hwm;LJni D

ˆ
C

ı.x � xm; y � ym/ dl

�
k�

4

ˆ
�Cn

H.2/
0 .k

ˇ̌
� � �0

ˇ̌
/ dl 0

�
D
k�

4

ˆ
�Cn

H.2/
0

�
k

q
.xm � x0/2 C .ym � y0/2

�
dl 0

(6.27)

Vm D
˝
wm; E

i
z

˛
D E i

z.xm; ym/ (6.28)

形式解

Jz D ŒJn�
T ŒCn� D ŒJn�

T ŒZmn�
�1 ŒVm� (6.29)

在广义阻抗矩阵元素的积分中,由于 Hankel函数的存在而不存在解析解,最粗糙但最直接的

近似为认为每一个分段很小,而且在分段上均匀分布,即:

m ¤ n时; Zmn D
k�

4
�Cn H.2/

0

�
k

q
.xm � xn/2 C .ym � yn/2

�

但 m D n时, Hankel函数有一个可去奇点,因此必须以解析近似来计算积分.

第 104页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记

首先将每一个分段以一段直线代替,其次同样地认为分段很小,则:

x � 1时; H.2/
0 .x/ � 1 � j

2

 
ln
�x
2

�
;  D 1:781078 � � � (Euler Number)

于是

Zmn D
k�

4

ˆ
�Cn

�
1 � j

2

 
ln

�
k

2

q
.xn � x0/2 C .yn � y0/2

��
dl 0

�
k�

4

ˆ
�Cn

�
1 � j

2

 
ln

�
k

2
j˛j

��
d˛

�
k�

4
�Cn

�
1 � j

2

 
ln

�
k

4e
�Cn

�� (6.30)

上述积分中计及了:

lim
x!0

x ln x D 0;

ˆ
ln x dx D x ln x � x

在上述系数矩阵 Zmn 的积分中,更精确的措施是: Zmn (m ¤ n)中被积函数泰勒展开,取主

项积分,或将矩形脉冲改为分段线性基等.

IV. 散射场计算

在计算得出电流分布后即可计算散射场

Es
z � �

k�

4

X
n

Cn

ˆ
�Cn

H.2/
0

�
k

q
.x � x0/2 C .y � y0/2

�
dl 0

� �
k�

4

X
n

Cn�Cn H.2/
0

�
k

q
.x � xn/2 C .y � yn/2

�
D �

k�

4

X
n

Cn�Cn H.2/
0 .k j� � �nj/

(6.31)

上式适用于近区场和远区场, .x; y/或 �是场点坐标.

对于远区场, x � 1 ,

H.2/0

0 .x/ �

r
2

 x
e� jxC j  

4

故

H.2/
0 .k j� � �nj/ �

s
2

 k j� � �nj
e� jkj���njC j  

4

在远区场的振幅中, j� � �nj � �. 在远区场的相位中, j� � �nj � � � �n · O�. 所以

H.2/
0 .k j� � �nj/ �

s
2

 k�
e j  

4 e� jk�e jk.xn cos 'Cyn sin '/ (6.32)
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Es
z � k�

s
1

8 k�
e� j.k�C 3 

4
/
X

n

Cn�Cne jk.xn cos 'Cyn sin '/ (6.33)

令

�
V s

n

�
D

2664
�C1e jk.x1 cos 'Cy1 sin '/

:::

�CN e jk.xN cos 'CyN sin '/

3775
于是有近似

Es
z � k�

s
1

8 k�
e� j.k�C 3 

4
/
�
V s

n

�T
ŒYmn�

�
V i

m

�
(6.34)

式中,
�
V s

n

�
为测量矩阵或接收矩阵.

�
V i

m

�
为激励矩阵, ŒYmn� D ŒZmn�

�1为广义导纳矩阵.

6.3.3 应用实例

I. 平面波照射时的散射截面

当入射波为 z向极化的均匀平面波时,入射场为:

E i
D E i

z Oaz D Oaze� jk · �

式中, k D �k cos'i Oax � k sin'i Oay , � D x Oax C y Oay ,故

E i
z D e� jk.x cos 'iCy sin 'i/

定义散射截面 � ,为这样一个宽度 (在三维问题中为面积) ,当它上面的入射波携带的功率再

全向辐射时,足以在给定方向产生相同的散射功率密度,即:

�.'/ D 2 �

ˇ̌̌̌
Es.'/

E i

ˇ̌̌̌2
! jEs.'/j

2
D

ˇ̌
E i
ˇ̌2

2 �
�.'/

Es.'/为 Jz 产生的远区场.

设入射场振幅为 1,即
ˇ̌
E i

z

ˇ̌2
D E i

z ·E i�
z D 1,有

�.'i; 's/ D 2 � jEs.'s/j
2

D
k�2

4

ˇ̌�
V s

m

�
ŒYmn�

�
V i

m

�ˇ̌2
(6.35)

其中 'i为入射角, 's 为散射角.

当 'i D 's时, � 表示发射与接收在同一方向上的散射截面,称为后向散射截面;

当 'i ¤ 's时, � 表示发射与接收在不同方向上的散射截面,称为前向散射截面.

图 6.8显示了平面 TM波照射在半径 r D
�

2
的导电圆柱体上时的表面电流分布的幅度和相

位.

第 106页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记
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图 6.8 表面电流分布

II. 缝隙辐射

设在一无限长均匀截面的理想导体柱壁上有一个纵向缝隙,则在导体表面电场切向分量为

零而磁场切向分量不为零,存在有面电流分布;而在缝隙开口同时存在电、磁场切向分量,存在

等效面电流和等效面磁流,故问题可等效为存在面电流的封闭导体和一片存在于缝隙位置的等

效面磁流,缝隙的辐射场可以看作是由等效面磁流激励时导体的散射场,即:

M s
D On �E

假设已知口面的 z向极化电场分布为:

E i
z D cos.ks/

s是从开口中心处逆时针度量的口面轮廓长度,则:

V i
m D

8<:cos.ksm/ sm 2 Slot

0 others
(6.36)

辐射场为:

Es
z D �

j!�e� jk�p
8  jk�

�
V s

n

�T �
Ymn

� �
V i

m

�
(6.37)
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6.4 线形天线中的矩量法解

6.4.1 线天线的积分方程

I. Pocklington方程

线天线长度为 L,半径为 a,且 L � a, a � �,在柱坐标下略去径向电流和周向电流,且轴

向电流随周向也无变化,故可以用轴线上电流 I 来代替 z 方向的电流,即: J ! Jz; I.z/ D

2 aJz ,即 J 只有 Jz 分量, A 只有 Az 分量,仅仅考虑导体表面上切向电场时也只需要考虑 Ez

分量,故: 8̂<̂
:
Es

z D � j!Az �
@'

@z
@Az

@z
D � j!�"'

(6.38)

于是有

Es
z D

1

j!�"

�
@2Az

@z2
C k2Az

�
(6.39)

将滞后位表达式代入上式,得:

Es
z D

1

j!"

˚
v0

�
@2G

@z2
C k2G

�
Jz dv0 (6.40)

因为电流位于轴线上, Ez 在圆柱表面,所以 jr � r 0j D
p
a2 C .z � z0/2,则

G.z; z0/ D
e� jk

p
a2C.z�z0/2

4 
p
a2 C .z � z0/2

(6.41)

Es
z D

1

j!"

ˆ L
2

� L
2

�
@2G.z; z0/

@z2
C k2G.z; z0/

�
I.z0/ dz0 (6.42)

在导体表面,边界条件为: .E i
z CE i

z/ D 0,于是得到 Pocklington方程:

E i
z D

j

!"

ˆ L
2

� L
2

�
@2G.z; z0/

@z2
C k2G.z; z0/

�
I.z0/ dz0 (6.43)

写成算子方程形式则为:

LŒI.z0/� D E i
z; 其中 L D

j

!"

ˆ L
2

� L
2

�
@2G.z; z0/

@z2
C k2G.z; z0/

�
dz0 (6.44)

Pocklington方程的优点在于不受 E i
z 形式的限制 (相对于 Hällén方程而言).
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II. Hällén方程

在导体表面
d 2Az

dz2
C k2Az D � j!�"E i

z (6.45)

若在馈电处接入一个冲激电压 (理想情况,为极薄片电压的理想化),即

E i
z D V ı.z/ D

8<:V z D 0

0 others

则
d 2Az

dz2
C k2Az D � j!�"V ı.z/

其解为齐次方程通解与非齐次方程特解之和

d 2Az

dz2
C k2Az D 0 ! A0

z D B cos kz (6.46)

d 2G

dz2
C k2G D �4 V ı.z/ ! G D �

2  j

k
e� jkjzj (6.47)

所以 Az 的特解为

A00
D

p
�"
V

2
e� jkjzj (6.48)

则通解为

A D
p
�"
V

2
e� jkjzj

C B cos kz

于是得到于 Hällén方程:

ˆ L
2

� L
2

I.z0/
e� jkR

4 R
dz0

D
1

�

V

2
e� jkjzj

C C cos kz (6.49a)

或 ˆ L
2

� L
2

I.z0/
e� jkR

4 R
dz0

D �
j

�

V

2
sin k jzj C C 0 cos kz (6.49b)

式中 R D
p
a2 C .z � z0/2.

Hällén方程用途较窄,因为它限定了入射场是与冲激电压成正比.
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6.4.2 矩量法解

I. Pocklington方程

令 r D
p
a2 C .z � z0/2,则有

@2G

@z2
D

e� jkr

4 r5

�
.1C jkr/.2r2

� 3a2/ � k2r2.z � z0/2
�

(6.50)

Pocklington方程化为

E i
z D

j

4 !"

ˆ L
2

� L
2

I.z0/G1.z; z
0/ dz0 (6.51)

式中,

G1.z; z
0/ D

e� jkr

r5

�
.1C jkr/.2r2

� 3a2/C k2a2r2
�

在 Pocklington方程的求解中,充分体现了矩量法解中基函数与权函数选择的重要性,事实

上,如用脉冲函数和点选配很难获得正确解 (主要是积分核函数随 z0 变化太快:� r�5). 一般地,

可用整域余弦函数展开,收敛较快,即:

QI .z0/ D

NX
nD1

In cos
.2n � 1/ z0

2
; �

L

2
6 z0 6

L

2
(6.52)

注意, QI .z0/满足端点边界条件,若用点选配,则:

wm.z/ D ı.z � zm/ (6.53a)

Zmn D hwm;L'ni D
j

4 !"

ˆ L
2

� L
2

ı.z � zm/ dz
ˆ L

2

� L
2

G1.z; z
0/ cos

.2n � 1/ z0

L
dz0

D
j

4 !"

ˆ L
2

� L
2

G1.zm; z
0/ cos

.2n � 1/ z0

L
dz0

(6.53b)

Vm D
˝
wm; E

i
z

˛
D E i

z.zm/ (6.53c)

形式解为

ŒIn� D ŒZmn�
�1 ŒVm�

由于考虑了振子的半径, Zmn的积分中不存在奇点.

II. Hällén方程

Hällén方程的矩量法解可以用分域基也可以用全域基,但必须注意,等式右边包含了一个未

知量,权函数必须比基函数数目多一个.
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假设 V D 1, Hällén方程重写为:

ˆ L
2

� L
2

I.z0/G.z; z0/ dz0
D �

j

2�
sin k jzj C C cos kz (6.54)

其中

G.z; z0/ D
e� jkr

4 r
; r D

q
a2 C .z � z0/2; C 未知

1. 采用脉冲基、点选配

'n.z
0/ D

8<:1 z0 2 �zn

0 elsewhere

则 I.z0/ �
PN

nD1 Cn'n.z
0/, N 为分段单元数.

权函数: wm.z/ D ı.z � zm/; m D 1; 2; : : : ; .N C 1/,则

Zmn D hwm;L'ni D

ˆ
�zn

G.zm; z
0/ dz0 (6.55a)

Vm D hwm; f .z/i D f .zm/ D C cos kzm �
j

2�
sin kzm (6.55b)

可得矩阵方程为:2666666664

Z11 Z12 Z1N � � � cos kz1

Z21 Z22 Z2N � � � cos kz2

:::
:::

:::
: : :

:::

ZN1 ZN 2 ZNN � � � cos kzN

Z.N C1/1 Z.N C1/2 Z.N C1/N � � � cos kzN C1

3777777775

2666666664

C1

C2

:::

CN

CN C1

3777777775
D

2666666664

V 0
1

V 0
2
:::

V 0
N

V 0
N C1

3777777775
(6.56)

式中 V 0
m D � j

1

2�
sin kzm.

匹配点可选在每一段的中点,并在合适的地方增加一点,如整个天线的中点. 则

z D �
l

2
;�
l

2
C�z; : : : ; 0; : : : ;

l

2
��z;

l

2

求 Zmn的积分可以用解析方法加以近似. 由于

e� jkrm

rm
D < C j= D

cos krm
rm

� j
sin krm
rm
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其中虚部是 z0的光滑函数,直接利用矩形积分近似,有

ˆ znC �z
2

zn� �z
2

=.z0/ dz0
� �

�z sin k
�
a2 C .zm � zn/

2
� 1

2�
a2 C .zm � zn/2

� 1
2

(6.57)

这一近似在 �z < 0:05�时都是比较准确的. 而实部在 z0 ! zm时变化较大,所以

ˆ znC �z
2

zn� �z
2

<.z0/ dz0
D

ˆ znC �z
2

zn� �z
2

cos k
�
a2 C .zm � zn/

2
� 1

2�
a2 C .zm � zn/2

� 1
2

dz0

� cos k
�
a2

C .zm � zn/
2
� 1

2

ˆ znC �z
2

zn� �z
2

dz0�
a2 C .zm � zn/2

� 1
2

D cos k
�
a2

C .zm � zn/
2
� 1

2 ln

24zm C�z=2 � zn C
�
a2 C .zm � zn C�z=2/2

� 1
2

zm ��z=2 � zn C
�
a2 C .zm � zn ��z=2/2

� 1
2

35
(6.58)

故

Zmn �
1

4 
cos k

�
a2

C .zm � zn/
2
� 1

2 ln

24zm C�z=2 � zn C
�
a2 C .zm � zn C�z=2/2

� 1
2

zm ��z=2 � zn C
�
a2 C .zm � zn ��z=2/2

� 1
2

35
� j

�z sin k
�
a2 C .zm � zn/

2
� 1

2

4 
�
a2 C .zm � zn/2

� 1
2

(6.59)

图 6.9是利用上述分域基方法计算半波振子和全波振子电流分布的算例.
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图 6.9 对称振子的矩量法解
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2. 采用全域基、点选配

'n.z
0/ D sin

hn 
2L
.L � z0/

i
; wm.z/ D ı.z � zm/

zm可选为均匀分布,注意比基函数多一个,如 zm D
2m � 1

2N C 1
L;m D 1; 2; : : : ; N;N C 1. 则

Zmn D hwm;L'ni D

ˆ L

0

G.zm; z
0/ sin

.L � z0/n 

2L
dz0 (6.60)

所得矩阵方程形式与前面相同.

两种方法的比较

分域基: 每一个积分形式简单,只需要在每一个分段上进行,但项数多;

全域基: 收敛快,所需要的展开项数少,但每一个积分都必须在整个区间进行.

一般全域基只需要 2 � 3项就可以,而分域基 20 � 30段也很正常,视 L的大小而定.

6.4.3 线形天线阵列的矩量法解

x

y

z

图 6.10 八木天线

以八木天线为例,如图 6.10所示,由一根反射振子、一根有源振子和若干根引向振子组成,此

时在所有这些导体表面, Pocklington方程仍然有效,对于整个阵列是分域基对于每一个振子是

全域基

I D

DC2X
qD1

NX
nD1

Inq cos.2n � 1/
 z0

L

设在每一个单元上电流都用 n个基函数展开,则矩阵方程形式为:

DC2X
qD1

NX
nD1

ZmnInq D E i
zm

ˇ̌
t
; m D 1; 2; : : : ; N.D C 2/

式中 Zmn与前面相同,即:

Zmn D
j

4 !"

ˆ L
2

� L
2

G1.zm; z
0/ cos

 z0

L
.2n � 1/ dz0
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其中 m应在所有单元上, zm为匹配点坐标, z0表示电流元 (源点)坐标,两者可以在同一振子

上. 在不同的振子上时,可简单地认为电流源与匹配点 (场点)都在振子轴线上.

在不同的振子上,代数方程组分别为:

引向振子:
DC2X
qD1

NX
nD1

ZmnInq D 0; m D 1; 2; : : : ; N �D

反射振子:
DC2X
qD1

NX
nD1

ZmnInq D 0; m D N �D C 1; � � � ; N � .D C 1/

有源振子:

DC2X
qD1

NX
nD1

ZmnInq D

8̂<̂
:
V0

�l
; m D N � .D C 1/C 1

0; m ¤ N � .D C 1/C 1

; m D N � .D C 1/C 1; � � � ; N � .D C 2/

电流分布也可以用分段正弦基,具体解法见《电磁场数值分析方法》,刘圣民著.

6.5 任意弯曲细线天线的矩量法解

6.5.1 电流分布的近似算子方程

对于任意形状的细线振子天线,由于 a � �; a � l ,可以假设:

1. 电流沿导线轴线流动,体电流密度 J 可用线电流 I 近似;

2. 只存在沿导线轴向方向流动的电流 Il ,可忽略导线周向 I' 和径向 I� 分量;

3. 线上电流仅为长度 l 的函数,与 '; �无关,即: I D I.l/ Ol .

于是得到散射场 (在导体表面)

E s · Ol D � j!A · Ol � 5' · Ol

由导体表面边界条件可得

E i · Ol D j!A · Ol C 5' · Ol

由假设 1、2, 8̂̂<̂
:̂
A D �

˚
v0

J
e� jkR

4 R
dv0

! A D �

ˆ
l

e� jkR

4 R
I.l 0/ dl 0

' D
1

"

˚
v0

�
e� jkR

4 R
dv0

! ' D
�1

j!"

ˆ
l

50 · I.l 0/
e� jkR

4 R
dl 0
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由假设 3,

5' · Ol D
@'

@l
; 50 · I.l 0/ D

@I.l 0/

@l 0

将上述诸式代入边界条件式可得电流分布的算子方程:

L.I/ D E i.l/ (6.61)

其中

L D j!�
ˆ

l

e� jkR

4 R
dl 0 Ol · �

1

j!"

@

@l

ˆ
l

e� jkR

4 R
dl 0 Ol ·

@

@l 0

这是一个微分－积分方程,对于直线振子

Ol D Oz;
@

@l
D

@

@z
;

@

@l 0
D

@

@z0

则上式可以化为 Pocklington方程.

为了简化计算,采用近似算子,将其中的微分用有限差分代替,则方程为:

E i · Ol D j!�
ˆ

l

G Ol · I
�
l 0
�

dl 0 �
1

j!"

1

�l

�ˆ
l

1

�l 0

�
I

�
l 0 C

�l 0

2

�
� I

�
l 0 �

�l 0

2

��
G dl 0

�
lC �l

2

C
1

j!"

1

�l

�ˆ
l

1

�l 0

�
I

�
l 0 C

�l 0

2

�
� I

�
l 0 �

�l 0

2

��
G dl 0

�
l� �l

2

(6.62)

6.5.2 电流分布的矩量法解



 

图 6.11 导线的离散

采用分域基、点选配求解上述近似算子方程. 将弯曲

振子分成 N C 1段,每段长度为 �ln,主要是考虑天线末

端边界条件 (电流为零) ,在两端各留出两个半段. 设分段

标点为 1C D 2�; 2C D 3�; � � � ,如图 6.11所示,则整个区

间:

l D

N C1X
nD1

�l�
n

�l�n 是 �ln 沿导线负方向移动半个区间的长度,在近

似算子中, �l�n � �l 0n,所以

In � I

�
l 0 C

�l 0

2

�
I In�1 � I

�
l 0 �

�l 0

2

�
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基函数为矩形脉冲,

'n.z
0/ D

8<:1 z0 2 �ln

0 其它

则

I.l 0/ D

NX
nD1

In'n� Ol
n

式中 � Ol
n
是 �ln的单位矢量,

E i · Ol D j!�
ˆ

l

G Ol · I.l 0/ dl 0 �
1

j!"

1

�l

"
N C1X
nD1

ˆ
�l�

n

1

�l�n
.In � In�1/G dl 0

#
lC �l

2

C
1

j!"

1

�l

"
N C1X
nD1

ˆ
�l�

n

1

�l�n
.In � In�1/G dl 0

#
l� �l

2

(6.63)

将 �ln 沿轴向正向移动半个分区间的子区间, 记为 �lCn , 记及 n� 与 .n � 1/C 重合, 则有:

�l�n D �lC
n�1

,计及 I0 D IN C1 D 0,可得:

N C1X
nD1

ˆ
�l�

n

1

�l�n
ŒIn � In�1�G dl 0 D

NX
nD1

In

�ˆ
�l

C
n

�1

�lCn
G dl 0 C

ˆ
�l�

n

1

�l�n
G dl 0

�
(6.64)

近似算子方程化为:

E i · Ol D

NX
nD1

In

(
j!�
ˆ

�ln

� Oln · OlG dl 0 C
1

j!"

1

�l

"�
1

�lCn

ˆ
�l

C
n

G dl 0 �
1

�l�n

ˆ
�l�

n

G dl 0
�

lC �l
2

C

�
�1

�lCn

ˆ
�l

C
n

G dl 0 C
1

�l�n

ˆ
�l�

n

G dl 0
�

l� �l
2

#)
(6.65)

上式中 In之后相当于矩量法中 L'n.

点选配,取权函数wm.z/ D ı.z�zm/,计及 lm C
�lm

2
D �lC

m
, lm �

�lm

2
D �l�

m
,有 Olm D � Olm,

则:

E i ·� Olm D

NX
nD1

In

�
j!�
ˆ

�ln

� Oln ·� OlmG.m/ dl 0 C
1

j!"

1

�lm

�
1

�lCn

ˆ
�l

C
n

G.mC/ dl 0

�
1

�l�n

ˆ
�l�

n

G.mC/ dl 0 �
1

�lCn

ˆ
�l

C
n

G.m�/ dl 0 C
1

�l�n

ˆ
�l�

n

G.m�/ dl 0
��
; m D 1; 2; : : : ; N

(6.66)
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式中 G.m/;G.mC/; G.m�/分别为场源 dl 0在m;mC; m�处产生的格林函数. 以�lm乘以上

式左右,则有:

E i ·�lm D

NX
nD1

In

�
j!�

�ln ·�lm
�ln

ˆ
�ln

G.m/ dl 0 C
1

j!"

�
1

�lCn

ˆ
�l

C
n

G.mC/ dl 0

�
1

�l�n

ˆ
�l�

n

G.mC/ dl 0 �
1

�lCn

ˆ
�l

C
n

G.m�/ dl 0 C
1

�l�n

ˆ
�l�

n

G.m�/ dl 0�

��
m D 1; 2; : : : ; N

(6.67)

写成矩阵形式

ŒZmn�ŒIn� D ŒVm�

其中

Vm D E i ·�lm

Zmn D j!��ln ·�lm	.m; n/C
1

j!"

�
	.mC; nC/ � 	.mC; n�/ � 	.m�; nC/C 	.m�; n�/

�

rm+n

rm+n+

rm n+

rm n

rmn

n
+

n

n

m
+

m

m

图 6.12 导线的两段

如图 6.12所示,式中:

	.m; n/ D
1

�ln

ˆ
�ln

e� jkrmn

4 rmn
dl 0

	.mC; nC/ D
1

�lCn

ˆ
�l

C
n

e� jkr
mCnC

4 rmCnC

dl 0

	.mC; n�/ D
1

�l�n

ˆ
�l�

n

e� jkr
mCn�

4 rmCn�

dl 0

	.m�; nC/ D
1

�lCn

ˆ
�l

C
n

e� jkr
m�nC

4 rm�nC

dl 0

	.m�; n�/ D
1

�l�n

ˆ
�l�

n

e� jkrm�n�

4 rm�n�

dl 0

两点说明: (1)若是直天线,各区间平行, �lm ·�ln D

�lm�ln. (2)上述诸式理论上说对任意形状天线都成立,

但如果弯曲太厉害, 则略去横电流、径向电流及 Jz 沿周

向均匀的假设都不成立,此时上述细线近似就无法适用.

就工程应用而言, 上述诸式及相应的假设在两导线间相

距 3 � 4倍半径时才成立.

Zmn的计算归结为 	.m; n/等的计算

	.m; n/ D
1

4 �ln

ˆ nC

n�

e� jkrmn

rmn
dl 0 (6.68)
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它表示第 n段上的电流在 m点产生的位, 	.mC; nC/等类推. 当分段足够多时,每一段可以

认为是一段直线,而且 m ¤ n时, rmn � r ,即 �ln中点至 m点的距离. m D n时,必须将指数项

展开为Maclaurin级数,取前二项近似,可得:

	.m; n/ D

8̂<̂
:

1

4 r
e� jkr

1

4 ˛
ln

�
2˛

a

�
� j

k

4 

D

8̂<̂
:

1

4 r
e� jkr ; m ¤ n

1

2 �ln
ln

�
�ln

a

�
� j

k

4 
m D n

(6.69)

更精确的计算请见: Pro.IEEE, Vol.55,No.2,Feb.1967,p136

6.5.3 天线参数的计算

I. 输入阻抗

ŒIn� D ŒZmn�
�1ŒVm� D ŒYmn�ŒVm�

故

Ii D Yi iVi

其中, Ii 为输入端口分段电流, Vi 为输入端口分段电压,即激励电压, Yi i 为输入导纳,于是

Yi i D
Vi

Ii
; Zi i D

1

Yi i

若激励电压在第 i 段,输入导纳就是
�
Ymn

�
的第 i 个对角元.

II. 天线辐射场

E s
D � j!A � 5'

对于远区场,有 A /
1

r
; ' /

1

r
;5' /

1

r2
,故

E s
� � j!A

又有

A D �

ˆ
l 0

Ie� jkr

4 r
dl 0 �

�

4 

NX
nD1

In�ln
e� jkjro�rnj

4  jro � rnj

对于远场:

A � �
e� jkr0

4 r0

NX
nD1

In�lne j Ok · rn
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E � � j!�
e� jkr0

4 r0

NX
nD1

In�lne j Ok · rn

对于 E 面有 E� D E · Oa� D � j!A · Oa� ,

对于H 面有 E' D E · Oa' D � j!A · Oa' .

令 Oap D Oa� 或 Oa' ,有

Ep � � j!�
e� jkr0

4 r0

�
V p

n

�T
ŒYmn� ŒVm

�

于是 V
p

n 类似于平面波的激励电压矩阵,

V p
n D Oap ·�lne j Ok · rn

III. 输入功率

Pin D <

n
ŒV

m
�T ŒIn�

�
o

D <

n
ŒVm�

T �Y �
mn

� �
V �

m

�o
IV. 方向性增益

平均功率流密度为
1

�

ˇ̌
Ep.�; '/

ˇ̌2
; � D

r
�

"
,则

D D

1

�

ˇ̌
Ep

ˇ̌2
Pin

4 r2
0

D
4 r2

0

�
·

ˇ̌
Ep

ˇ̌2
Pin

D
k2

4 
�

ˇ̌̌�
V

p
n

�T
ŒYmn� ŒVm�

ˇ̌̌2
<

n
ŒVm�

T �Y �
mn

� �
V �

m

�o

6.5.4 应用实例

曲线振子八木天线的最大方向性优化设计 (IEEE Trans. On AP, Vol.31,No.3,May 1983,

pp522�525)

讨论三单元曲线振子八木天线,三根振子的长度相等,均为波长的 1.5倍, L D 1:5�.

曲线方程为:

y D A.1 �
1

1C Bx2
/C C

A;B;C 为确定振子形状的参数,且:

A D 0:5A1." � 2/." � 3/ � A2." � 1/." � 3/C 0:5A3." � 1/." � 2/

B D 0:5B1." � 2/." � 3/ � B2." � 1/." � 3/C 0:5B3." � 1/." � 2/

A D 0:5C1." � 2/." � 3/ � C2." � 1/." � 3/C 0:5C3." � 1/." � 2/

" D 1; 2; 3分别对应反射振子、有源振子和引向振子.
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将原点固定在有源振子中心点上,相应有: C2=0,故有八个独立参量. 在前述积分－微分方程

中,积分范围 l 应该包括三根振子,并对他们统一分段、编号,如 3N C 3段,同样可得:

ŒIn� D ŒZmn�
�1ŒVm� D ŒYmn�ŒVm�; n D 1; 2; : : : ; 3N C 3

其中

In W

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
n D 1; 2; : : : ; N C 1 ! 反射振子

n D N C 2;N C 3 � � � ; 2N C 2 ! 激励振子

n D 2N C 3; 2N C 4 � � � ; 3N C 3 ! 引向振子

方向性系数是 A;B;C 的函数

D D
 

�2
�

ˇ̌̌�
V

p
n

�T
ŒYmn� ŒVm�

ˇ̌̌2
<

n
ŒVm�

T �Y �
mn

� �
V �

m

�o
通过改变这些系数,优化得到 Dmax,是一个多维参量的优化. 每一次优化迭代、搜索,对应了

一次矩量法的求解过程,工作量十分巨大. 如每一根振子分为 31段,对应两端各半段电流为 0,

展开系数为 30个,三根共 90个. 但是注意,振子形状关于 y 轴对称,故可以减少一半,每一次矩

量法求解为 Œ45 � 45�阶矩阵,优化方法也很重要,可以用可变多面体法或可变容差法,现在也可

以用遗传算法.

数值结果:

L D 1:5�; a D 0:01�

A1 D 0:38; B1 D 20:774; C1 D �0:162

A2 D 0:395; B2 D 53:014; C2 D 0

A3 D 0:364; B3 D 204:532; C3 D 0:151

D D 15:103 .11:8dB/

Zin D 14:24C j32:77 

3dB-Beamwidth W E-Plane H -Plane

32ı 62ı

Maxium sidelobe: �19:35dB �14:41dB

The Ratio of front - end: �14:67dB �14:67dB

6.6 本征值问题的矩量法解

本征值问题的重要性在于:

1. 本征函数可以作为基函数,使类似问题的矩量法求解中广义阻抗矩阵为对角矩阵;

2. 物理问题的特性参数往往对应于本征值方程的本征值,如传输线的传播常数、微带天线的

谐振频率等.
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广义本征值方程为 AU D �BU , 在算子 A、B 的定义域内选择一组基函数 f'njn D

1; 2; : : : ; N g,且令

U D
X

n

Cn'n

则算子方程成为 X
n

CnA'n D �
X

n

CnB'n

在算子 A、B的值域内选择一组权函数 fwmjm D 1; 2; : : : ; N g,则

X
n

Cnhwm;A'ni D �
X

n

Cnhwm;B'ni; m D 1; 2; : : : ; N

写成矩阵形式则有:

Œamn�ŒCn� D �Œbmn�ŒCn�

上式为矩阵本征值方程,仅当 det jamn � �bmnj D 0时才有非零解. 上式是关于 �的多项式,

其根为 �1; �2; �3; � � � :

1) �i 是矩阵方程的本征值,它逼近算子方程的本征值;

2) ŒCn�1; ŒCn�2; � � � 是矩阵方程的本征矢量,也是本征函数的系数,即: 'a
i D Œ'n�

TŒCn�i ,它逼

近算子方程的本征函数.

在矩阵本征方程中,

Œbmn� D

2666664
hw1;B'1i hw1;B'2i � � � hw1;B'N i

hw2;B'1i hw2;B'2i � � � hw2;B'N i

:::
:::

: : :
:::

hwN ;B'1i hwN ;B'2i � � � hwN ;B'N i

3777775
一般的本征方程为: AU D �U ,相对于广义本征值方程中 B算子为恒等算子.

1. 即使 B为恒等算子, Œbmn�也不是单位矩阵;

2. 大多数求解矩阵算子方程的程序是针对 Œamn�ŒCn� D �ŒCn�的,应用他们求解上述本征值

问题时必须先处理为 Œbmn�
�1Œamn�ŒCn� D �ŒCn�.

例 本征值问题

8̂<̂
:�

d 2f

dx2
D �f

f .0/ D f .1/ D 0

第 121页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记

此问题的解析解为:

本征值 W�i D .i /2; i D 1; 2; : : :

本征函数 Wfi D
p
2 sin.i x/; i D 1; 2; : : :

上述本征函数解中,已关于 hf; gi D 1归一化. (即求解
ˆ 1

0

C 2 sin2.i x/ dx D 1,得C D
p
2)

.

矩量法解,选取基函数和权函数:

'n D x � xnC1; wn D 'n D x � xnC1

则

amn D hwm;L'ni D
mn

mC nC 1

bmn D hwm; 'ni D
mn.mC nC 6/

3.mC 3/.nC 3/.mC nC 3/

解为:
N D 1 �

.1/
1 D 10 f

.1/
1 D

p
30.x � x2/

N D 2 �
.2/
1 D 10 f

.2/
1 D f

.1/
1

�
.2/
2 D 42 f

.2/
2 D 3

p
210.x � x2/

� � �

本征值:
N �

.N /
1 �

.N /
2 �

.N /
3 �

.N /
4

1 10:000

2 10:000 42:000

3 9:8697 42:000 102:133

4 9:8697 39:497 102:133 200:583

精确值 9:8696 39:478 88:826 157:914

6.7 非均匀传输线本征值问题

图 6.13 非均匀传输线

考虑无损耗非均匀传输线如图 6.13, 其单位长度

串联电感 l.x/,单位长度并联电容 c.x/,对于时谐问题

有:
v.x; t/ D <ŒV .x/e j!t �

i.x; t/ D <ŒI.x/e j!t �
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传输线方程: 8̂̂̂<̂
ˆ̂:

dv

dx
D � j!l.x/I

dI

dx
D � j!c.x/V

假定 x D 0; x D d 时开路,边界条件为: I.0/ D I.d/ D 0,如此即构成本征值问题,目的是确

定传输线上的自然谐振频率 !i .

定义矩阵:

U D

"
V.x/

I.x/

#
; A D

2664 0 �
d

dx
d

dx
0

3775 ; B D

"
c.x/ 0

0 �l.x/

#

则广义本征值算子方程为: AU D j!BU ,它与边界条件构成本征值问题.

上述算子方程也可以化为二阶微分算子方程,即传输线电报方程为:8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

�
d 2I

dx2
C
1

c

dc

dx

dI

dx
D !2lcI

�
d 2V

dx2
C
1

l

dl

dx

dv

dx
D !2lcV

定义: A D �
d 2

dx2
C
1

c

dc

dx

d

dx
; B D l.x/c.x/,则广义本征值算子方程为:

AI D !2BI

此方程的本征值为 !2,与边界条件构成本征值问题.

6.7.1 二阶微分算子的矩量法解

二阶微分算子: A D �
d 2

dx2
C
1

c

dc

dx

d

dx
,对于内积: hf1; f2i D

ˆ d

0

f1.x/f2.x/ dx,算子 A不

是自伴算子,此时 A的伴随算子为

Aaf D �
d 2f

dx2
�

d

dx

�
f

c

dc

dx

�

对于 Sturm-Liouville问题:

�
1

!

d

dx

�
p

df

dx

�
� qf D �rf
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定义加权内积

hf1; f2i D

ˆ d

0

w.x/f1.x/f2.x/ dx

则算子 A D �
1

!

d

dx

�
p

d

dx

�
� q为自伴算子. 算子 A可化为:

AI D �eln C d

dx

�
eln C dI

dx

�

所以,在内积定义为

hf1; f2i D

ˆ d

0

e� ln C.x/f1.x/f2.x/ dx

时,算子 A为自伴算子. 故矩量法解应该在此内积定义下进行.

例 l 和 c 为常数,二阶微分本征算子方程为:8̂<̂
: �

d 2I

dx2
D �I; � D !2lc

I.0/ D I.1/ D 0

此方程前面解过,在此以三角形函数为基函数的 Галёркин法求解.

'n D wn D

8̂<̂
:
1 � jxj .N C 1/; jxj <

1

.N C 1/

0 jxj >
1

.N C 1/

amn D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:
2.N C 1/; m D n

�.N C 1/; jm � nj D 1

0; jm � nj > 1

bmn D

8̂̂̂̂
<̂̂
ˆ̂̂̂:

2

3.N C 1/
; m D n

1

6.N C 1/
; jm � nj D 1

0; jm � nj > 1
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解为
N �

.N /
1 �

.N /
2 �

.N /
3 �

.N /
4

1 12:000

2 10:800 54:000

3 10:386 48:000 128:868

4 10:198 44:903 116:118 227:838

精确值 9:870 39:478 88:826 157:914

可以看出,收敛速度比前面幂级数基函数的 Галёркин法慢得多,原因在于幂级数比分段线

性函数 (三角形函数)性能好.

6.7.2 一阶微分算子的矩量法解

将传输线以 xn; .n D 1; 2; : : : ; N / 等分为 n 段, xn 向原点方向移动半个区间为 x0
n, 则 Vn

为 xn点的线间电压, In为 xn’点的线上电流. 不失一般性,令 d D 1,则

xn D
n

N
; x0

n D
n �

1
2

N

定义脉冲函数:

p.x/ D

8<:1 jxj < 1
2
N

0 jxj > 1
2
n

采用脉冲基函数的 Галёркин法,即:

'V
n D wV

n D

"
p.x � xn/

0

#
� atxn

'I
n D wI

n D

"
0

p.x � x0
n/

#
� atx0

n

定义内积为

hu1; u2i D

ˆ 1

0

uT
1u2 dx D

ˆ 1

0

�
V1.x/V2.x/C I1.x/I2.x/

�
dx

不难验证,上述定义满足内积定义的要求,在此内积定义下,一阶矩阵算子是自伴的.

待求函数 u展开为:

U D

"
V

I

#
D

" P
˛n'

V
nP

ˇn'
I
n

#
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算子方程为:2664 0 �
d

dx
d

dx
0

3775
" P

˛n'
V
nP

ˇn'
I
n

#
D j!

"
c.x/ 0

0 �l.x/

#" P
˛n'

V
nP

ˇn'
I
n

#

用 wV
n 和 wI

n 分别对上式求加权内积,得矩阵形式方程为:

Œamn� Œen� D j! Œbmn� Œen� (6.70)

Œen� D
�
˛1; ˛2; � � � ; ˛N ; ˇ1; ˇ2; � � � ; ˇN C1

�T

Œbmn� D

" ˝
wV

m;B'
V
n

˛ ˝
wV

m;B'
I
n

˛˝
wi

m;B'
V
n

˛ ˝
wi

m;B'
I
n

˛ # D

"
ŒC � 0

0 � ŒL�

#

Œamn� D

"
0 �I

��V 0

#

式中:

ŒC � D

2666664
C0 0 � � � 0

0 C1 � � � 0
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � CN

3777775 ; ŒL� D

2666664
L1 0 � � � 0

0 L2 � � � 0
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � LN

3777775
且

Ln D

ˆ xn

xn�1

l.x/ dx; Cn D

ˆ x0

nC1

x0
n

c.x/ dx

注意, C0和 CN 只在半个区间上积分. 又

�I D

2666666666664

1 0 0 � � � 0

�1 1 0 � � � 0

0 �1 1
: : :

:::
:::

: : :
: : :

: : : 0

0 0
: : : �1 1

0 0 � � � 0 �1

3777777777775
.N C1/�N

; �V D

2666666664

�1 1 0 � � � 0 0

0 �1 1
: : : 0 0

0 0 �1 1
: : :

:::
:::

: : :
: : :

: : :
: : : 0

0 0 0 � � � �1 1

3777777775
N �.N C1/
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代数方程还可以写为:"
0 �I

��V 0

#"
V

I

#
D j!

"
ŒC � 0

0 ŒL�

#"
V

I

#

数值结果为:
N �

.N /
1 �

.N /
2 �

.N /
3 �

.N /
4

1 4:000

2 7:000 16:000

3 9:000 27:000 36:000

4 9:373 29:614 54:627 64:000

精确值 9:870 39:478 88:826 157:914

我们还可以用分段线性 (三角形)函数为基函数的 Галёркин法,结果比脉冲基 Галёркин法
收敛快. 所以有如下结论:

1. 一阶微分方程的脉冲基比二阶微分方程的分段线性基收敛慢,但一阶微分方程的分段线

性基比二阶微分方程的分段线性基收敛快,说明展开函数的性能直接影响了解的收敛性;

2. 一阶微分方程的解总小于精确解,而二阶微分方程的解总大于精确解,前者给出了解的下

限,后者给出了解的上限;

3. 对于任意 l.x/、c.x/的传输线,一阶微分方程的矩量法解更容易得到通用程序.

6.8 柱形波导本征值问题的矩量法解

对于一均匀截面的波导,场分量满足下列 Helmholtz方程

@2	

@x2
C
@2	

@y2
C k2

c	 D 0

对于 TM模式, 	 D Ez ,满足第一类边界条件,即 	 jC D 0.

对于 TE模式, 	 D Hz ,满足第二类边界条件,即
@	

@n

ˇ̌̌̌
C

D 0

kz D 2 =�c , �c 是截止波长, kc 是截止波数. 令

A D �52
xy D �

@2	

@x2
�
@2	

@y2
; k2

c D �

则 A	 D �	 本征值算子方程.

将波导截面划分为间距 h的网格,网格的交点确定了一组相距 h的点,如图 6.14所示,令基

函数和权函数分别为

fn D wn D T .x � xn/T .y � yn/
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x

y

b

bod

a

c

od

a

c

h

h

C

n

图 6.14 波导的网格划分

xn,yn为网格点,则

T .x/ D

8̂<̂
:1 �

jxj

h
jxj < h

0 jxj > h

Œamn� ŒCn� D � Œbmn� ŒCn�

定义 d.m; n/ D
p
.xm � xn/2 C .ym � yn/2,当

基函数全部在波导截面内时,有

amn D

8̂̂̂<̂
ˆ̂:

8
3

d.m; n/ D 0

�
1
3

d.m; n/ D h &
p
2h

0 d.m; n/ >
p
2h

; bmn D

8̂̂̂̂
ˆ̂̂<̂
ˆ̂̂̂̂̂:

9
4
h2 d.m; n/ D 0

1
9
h2 d.m; n/ D h

1
36
h2 d.m; n/ D

p
2h

0 d.m; n/ >
p
2h

对于 TM Mode: 在边界上, 	 D 0,故在边界上的网格点无展开函数,所有其他点的展开函数

完全在 C 内,因而所有矩阵元素由上式给出.

对于 TE Mode: 在 C 上 @	=@njC D 0,网格内点有展开函数,它在边界在为 0,为了满足边界

条件, 1)在边界上增加展开函数; 2)在接近边界的点处修改展开函数,使 C 上 	 ¤ 0. 第一种途

经要增大矩阵,第二种途经保持了 TM模和 TE模矩阵大小相同,应该说后者优于前者.

6.9 矩量法求解中的一些关键技术

设有算子方程 LU D f , 基函数为 ' D Œ'1; '2; � � � ; 'N �
T, 则 U D 'TC , 式中 C D

ŒC1; C2; � � � ; CN �
T为展开系数,权函数为 w D Œw1; w2; � � � ; wN �

T,则算子方程化为矩阵方程

ŒZ� ŒC � D ŒV �

其中Zmn D hwm; L'ni ; m D 1; 2; : : : ;M; n D 1; 2; : : : ; N , Vm D hwm; f i ; m D 1; 2; : : : ;M ,则

数值解为

U D 'T ŒZ�� V

式中 ŒZ��是阻抗矩阵的广义逆矩阵,即

ŒZ�� D

8<:ŒZ�
�1 ; M D N

.ŒZ��T ŒZ�/�1 ŒZ��T ; M ¤ N

矩量法的几大不足
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1. 对分析对象为电大尺寸的物体时,为了满足计算精度的要求,必须增加展开函数的数量 N,

导致阻抗矩阵的阶数增大,计算机内存和 CPU耗时也增加;

2. 基函数矢量和权函数矢量的选择凭经验,带有较大的盲目性;

3. 矩量法是一种 “边界型”数值方法,虽然较之有限元法、有限差分法等场域型方法而言,占

用的计算机内存、CPU时间较少,但用来处理带有非均匀介质的电磁场问题却很不方便;

这里的边界型主要是在算子方程的建立和内积过程中体现,但要用到关于处理场域的格

林函数,不均匀介质区域很不方便;

4. 较之有限元法、有限差分法等局域型方法而言,矩量法在广义阻抗矩阵元素的计算上所费

时间要多得多,有时是主要的.

矩量法的发展主要是针对这几个方面的. 这里涉要介绍一些.

6.9.1 迭代技术

若 ŒZ�为 n阶非奇异矩阵,可将其拆为两部分,

ŒZ� D ŒP �C ŒQ�

则可用如下迭代形式求解矩阵方程:

C .kC1/
D � ŒP ��1 ŒQ�C .k/

C ŒP ��1 V

该迭代收敛的充要条件是矩阵 (ŒP ��1 ŒQ�)的谱半径 (即该矩阵本征值绝对值的最大值)小

于 1,而不论该迭代的初试解取什么样的矢量.

这一充要条件的意义是: 矩阵 ŒP �应将矩阵 ŒZ�的充分多的大绝对值元素包括在内,迭代才

收敛.

经典的迭代技术有: Guass-Seidel迭代、Jacobi迭代、松弛迭代等,这里介绍一些结合矩量法

发展的迭代方法,他们在许多大尺寸电磁问题中获得了很大的成功.

I. 条带矩阵迭代法 (Banded Matrix Iteration:BMI)

由 T.R.Ferguson等提出[17].

将 ŒZ�拆为三部分:

ŒZ� D ŒH �C ŒL�C ŒU �

其中 ŒH �表示 ŒZ�中以主对角线元素为中心的条带; ŒL�、ŒU �分别表示 ŒZ�中处于 ŒH �下、上

方的下三角矩阵和上三角矩阵,在将物体分块并采用分域基函数矢量对算子方程离散化的过程

中,对不同的分块适当编号,以使得比较相邻的分块有相近的编号,只有条带矩阵不太窄,就可

以保证 ŒZ�中的绝大多数绝对值较大的元素在矩阵 ŒH �中,而迭代的形式为:

C .kC1/
D � ŒH ��1

�
ŒL�C ŒU �

�
C .k/

C ŒH ��1 V
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II. 算子修正迭代法 (Operator Corrector Iteration: OCI)

由 Demarest和 Kalbasi两人于 1989年提出 [14],大大地简化了迭代计算.

定义一个 n阶对角方阵
h
D.k/

i
,使得

h
D.k/

i
C .k/

D ŒQ�C .k/; k D 1; 2; : : :

即 d
.k/
i i D

1

c
.k/
i

NX
j D1

qij c
.k/
j ; i D 1; 2; : : : ; N , d .k/

i i 为
h
D.k/

i
的对角线元素. 近似可以认为

c
.k/
j

c
.kC1/
i

�
c

.k/
j

c
.k/
i

即
h
D.k/

i
C .kC1/ � ŒQ�C .k/; k D 1; 2; : : :,则可得迭代形式为

C .kC1/
D

�
ŒP �C

�
D.k/

���1
V

式中
h
D.k/

i�1
就是修正算子,且有:

h
D.k/

i�1
D

266666666664

1

d
.k/
11

0 � � � 0

0
1

d
.k/
22

� � � 0

:::
:::

: : :
:::

0 0 � � �
1

d
.k/
NN

377777777775

注意 d
.k/
i i 仍然由前式决定.

III. 影响区域迭代法 (Sphere of Influence Techniques:SOI)

由 V.P.Cable提出 [4] ,对前述矩阵方程. 假设如下迭代求解程式:

C .kC1/
D C .k/

CM .k/

M .k/代表第 k 次迭代时的修正矢量. 在第 k次迭代后,误差矢量 R.k/为

R.k/
D V � ŒZ�C .k/

第 130页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记

考虑矩阵方程及上述两式,显然有:

ŒZ�M .k/
D R.k/

问题归结为如何由上式求M .k/,直接求解失去了迭代法的意义. 于是事先给定一个小于 1

的正数 g,我们按照下面方式定义 n个 ŒS�的子方阵
˚�

QS.i/
�
; i D 1; 2; : : : ; N

	
. 在矩阵 ŒS�的第 i

行中,以满足条件
�ˇ̌
Sij

ˇ̌
= jSi i j

�
> g; i D 1; 2; : : : ; N 的所有元素为基础,由相关行、列组成子方

阵,即为
˚�

QS.i/
�
; i D 1; 2; : : : ; N

	
,并相应地定义M .k/为 n个子矢量 QM .k/.i/和R.k/的 n个子

矢量 QR.k/.i/,得 �
QS.i/

�
QM .k/.i/ D QR.k/.i/

例 以 i D 3; g D 0:8为例,设在 ŒZ�的第 3行中,仅仅有元素 Z32 和 Z36 对的绝对值超过 Z33

的 80%,则,

�
QZ.3/

�
D

2664
Z22 Z23 Z26

Z32 Z33 Z36

Z62 Z63 Z66

3775
相应地, QM .k/.3/ D ŒM

.k/
2 ;M

.k/
3 ;M

.k/
6 �T, QR.k/.3/ D ŒR

.k/
2 ; R

.k/
3 ; R

.k/
6 �T. 直接求解上述方程得

到 QM .k/.i/,则

C
.kC1/
i D C

.k/
i CM

.k/
i

对 i D 1; 2; : : : ; N 重复上述过程,就完成了第 k次迭代,由于 QZ.k/.i/的阶数通常较小,当 ŒZ�

的阶数较大时,这一算法是十分经济的.

IV. 共轭梯度法 (Conjugate Gradient Method:CGM)

由 T. K. Sarkar等人提出[45],另外, AP1990年有四篇争论文章)

求解矩阵方程的共轭梯度法已经十分成熟,但 Sarkar等人发展了这一方法: 使 CGM不仅能

求解矩阵方程,还可以直接用来求解算子方程,省去了求解系数矩阵各元素的过程;较之经典的

矩量法,在求解电大尺寸问题的电磁场模型时有明显的优势;理论上讲,如果不存在计算机的舍

入误差和截断误差,在 n维空间的 CGM迭代,仅仅需要最多 n步迭代即可收敛到精确解. CGM

具体的迭代形式有许多种,这儿介绍一种比较简单而有效的方法.

对算子方程 AU D f ,取定迭代程式为:

U .kC1/
D U .k/

C tkPk; k D 0; 1; 2; : : :

初始解 U .0/ 可以任意选取, tk 为第 k 次迭代的最优化步长, Pk 为第 k 次迭代的搜索方向,

对应上述迭代程式,残差为:

R.kC1/
D f � AU .kC1/

D R.k/
� tkAPk
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则

tk D

AaR.k/
2

kAPkk
2
; PkC1 D AaR.kC1/

CˇkPk; P0 D AaR.0/; ˇk D

AaR.kC1/
2

AaR.k/
2

; k D 0; 1; 2; : : :

式中 Aa 是 A的伴随算子,它由 Hilbert空间上的内积定义. 可以证明

1)搜索方向的映射函数集合 ftPkg为正交函数组,即

˝
APi ;APj

˛
D kAPik

2 ıij

2)残差的范数随着迭代次数的增加而单调下降,即R.k/
2

�

R.kC1/
2
> 0; k D 0; 1; 2; : : :

还可以将快速 Fourier变换与 CGM结合运用,进一步提高该迭代技术的效率[44].

6.9.2 空间分解技术

基本思路是: 对于被研究的物体,电气尺寸较大时,可以将该物体分解为若干个电气尺寸较

小的物体,然后对各小物体进行矩量法分析,再将各小物体之间的耦合作用通过适当的方式考

虑进去,这是一种 “化整为零”的策略,可以省去计算机内存和计算时间,并拓展矩量法的应用领

域.

I. 空间分解技术 (Spatial Decomposition Technique)

由 Umashankar等人提出 [49, 50]. 假设待研究的电磁物体为自由空间中的一介质散射体. 首先

将该介质体分割为M 个小的介质体,接着对每一个小的介质体分别进行矩量法分析,在每一个

子域的表面分别获得等效电流和等效磁流分布. 具体步骤为:

1. 第一个子域上的激励电磁场由两部分组成 (1)原来的入射场; (2)其余各子域的等效电流

和等效磁流向自由空间的辐射场. 由于这些等效电磁流尚为未知量,最初可以用物理光学

原理所建立的电磁流来近似它们;

2. 第二个子域上的激励由三部分组成: (1)原来的入射场; (2)第一个子域由矩量法求解得到

的等效电磁流向自由空间辐射的电磁场; (3)其余各子域上由物理光学建立的电磁流的辐

射场;

3. 第三个子域上的激励求法与第二个子域相同,仅仅时第二个子域的影响由刚求出的场代

替. 余类推.

上述为由零阶电磁流分布求得的一阶电磁流分布.

这样的迭代计算过程可以类似地进行下去,以求得各子域高阶等效面电磁流分布. 可以想象,

等效电磁流的阶数越高,则相邻两子域交界面上的等效面电流和等效面磁流应当越接近 (大小
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相等、方向相反) ,当接近程度达到我们所需精度,所有子域中与自由空间交界面上的等效电磁

流就构成了该介质散射体上待求的等效面电流和面磁流.

II. 破折技术 (Diakoptic Theory: DT)

破折理论 [18, 47] 也属于空间分解技术的一种形式,即 “化整为零”. 如对于线天线, “破折”为

若干个子线段,每一段破折口处构成了一对端口,然后用网格分析的观点进行研究. 详细的概念

上的描述较为复杂,但数学结论很简单:

找出一个基底转换矩阵 ŒT �,将矩阵方程中 N 维矢量 C 降为 L维矢量 C 0,即: C D ŒT �C 0,

其中

ŒT � W N � LI C W N � 1I C 0
W L � 1I L < N

则

ŒZ�C D V ! ŒZ� ŒT �C 0
D V ! ŒT �T ŒZ� ŒT �C 0

D ŒT �T V

显然已经将一个 N �N 阶线性系统简化为 L � L阶线性系统. 问题的关键是要找到合适的

基底转换矩阵 ŒT �.

III. 阻抗矩阵局部化技术 (Impedance Matrix Localization:IML)

由 Canning[7] 提出. 为了说明问题方便,以总长度为 L的弯曲导线散射为例

1. 首先将导线按 “空间分解”原则分为M 个子段: f�l1; �l2; : : : ; �lM g;

2. 在第 n个子段 �ln上,选择下列形式的 Nn个 “全域”基函数

'pn.l/ D exp. j2 pl=�ln/; l 2 �ln; n D 1; 2; : : : ;M I P D 0; 1; 2; : : : Nn�1

由天线理论不难得出,在子段 �ln上基函数电流 'pn.l/所建立的最大辐射方向 �p 为

sin �p D
2 p

k0L
; p D 0; 1; 2; : : : ; Nn�1

式中 �p 为最大辐射方向与子段�ln法线方向的夹角, k0为自由空间波数. 注意,在最初的

剖分中,每一个子段要充分小,使每一个子段有确定的法线方向.

3. 用 Галёркин法选取权函数,则 �lm 段的 Nm 个权函数与 �ln 段上的 Nn 个基函数构成阻

抗矩阵中的 Nm � Nn 分快矩阵. 在这一分快矩阵中,当 �ln 的最大辐射方向与 �lm 的最

大接收方向比较接近时,元素数值很大,而那些两种方向偏离较大的元素值就会很小. 从

而使阻抗矩阵元素集中化, “局部化”的意义是将数值很小的元素近似用零替代,则阻抗矩

阵大大地稀疏化,节约了计算机的内存和 CPU时间.
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为了进一步提高局部化的效果, “全域基”还可以选择使幅度也变化,如:

fpn.l/ D

8̂<̂
:
1

2

�
1C cos

 .l � ln/

�ln

�
exp

�
j2 pl

�ln

�
; n D 1; 2; : : : ;M;P D 0; 1; 2; : : : Nn�1I jl � lnj 6 �ln

fpn.l/ D 0; jl � lnj > �ln

值得一提的是, IML技术不需要另外编制计算机程序,经典的矩量法程序做一些简单的变化

就可以使用.

6.9.3 对角化技术

假如选取基函数 f'ng与权函数 fwmg,使他们构成 L正交,即

Zmn D hwm;A'ni ımn; m; n D 1; 2; 3; � � � ; N

则 ŒZ�就被对角化了,其逆矩阵也是对角矩阵,而且元素就是 fhwm;A'ni ımng
�1. 算子方程

的解就可以直接写成

U D

NX
nD1

hwm; f i hwm;A'ni
�1 'n

问题的关键是找到满足这一条件的基函数 f'ng和权函数 fwmg.

I. 奇异值分解技术 (Singular Value Decomposition: SVD)

在矩阵方程中, ŒZ�为 n阶方阵. 设 ŒU �和 Œw�也为 n阶方阵,且他们的列矢量满足联立方程
[6]: 8<:ŒZ�Ui D �iWi

ŒZ��TWi D �iUi

; i D 1; 2; : : : ; N

式中 ŒZ��T是 [Z]的共轭转置矩阵,而 Ui ;Wi 分别为:

ŒU � D ŒU1;U2; � � � ;UN �; Œw� D ŒW1;W2; � � � ;WN �

由上述联立方程可得: 8<:ŒZ��TŒZ�Ui D �2
i
Ui

ŒZ�ŒZ��TWi D �2
i
Wi

; i D 1; 2; : : : ; N

ŒZ�ŒZ��T 和 ŒZ��TŒZ�均为 Hermite矩阵而且正定, 所以矩阵 ŒU �和 ŒW �必为 Unitary矩阵,

即:

ŒU ��T D ŒU ��1; Œw��T D Œw��1
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矩阵 ŒZ�奇异值 �i 必为实数. 所以,

�
W �

�T �
Z
��
U
�

D
�
W �

�T
�2666664

�1 0 � � � 0

0 �2 � � � 0
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � �N

3777775

2666664
W T

1

W T
2
:::

W T
n

3777775

�T

D
�
W �

�T �
W
�
2666664
�1 0 � � � 0

0 �2 � � � 0
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � �N

3777775 D

2666664
�1 0 � � � 0

0 �2 � � � 0
:::

:::
: : :

:::

0 0 � � � �N

3777775
这就是奇异值分解定理,它将矩阵 ŒZ�对角化了. 则矩阵方程的解为

C D

NX
nD1

hwn;V i��1
n Un

II. 特征模技术 (Characteristic Modes: CM)

由 Garbarg和 Harrington分别提出 [19].

对于算子方程: AU D f ,令基函数等于权函数 'n D wn,且为下列本征值问题的本征函数:

Ax'n D �nAr'n,其中 Ar ;Ax 分别为算子 A的实部算子和虚部算子. 显然他们均为自伴算子.

且 Ar 为正定算子. 依据数学理论,所有本征值为实数,本征函数必满足下列正交特性:

h'm;Ar'ni D ımn; h'm;Ax'ni D �nımn

即

h'm;A'ni D .1C j�n/ımn

可见,广义阻抗矩阵被对角化了,方程的解为

U D

NX
nD1

h'n; f i.1C j�n/
�1'n

III. 正交模技术 (Orthogonal Modes: OM)

正交模技术[21] 较特征模技术而言,正交特性更普遍,但计算的工作量要大一些. 这种方法既

可用于求解矩阵方程,也可用于直接求解算子方程. 取全域展开基函数为下列本征值问题的本

征函数 (即正交模)

AaA'n D �n'n
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Aa 为 A的伴随算子, AaA是一个自伴而且正定的算子,其本征值必为大于零的实数,而本

征模必正交,即:

h'm; 'ni D ımn

取权函数 wn D A'n,则 ŒZ�的元素为:

Zmn D hwm;A'ni D �nımn

可见, ŒZ�被对角化了. 算子方程的解为:

U D

NX
nD1

hA'n; f i��1
n 'n

IV. 双正交模技术 (Biorthogonal Modes: BOM)

BOM[8] 较 CM和 OM而言,在计算方法上要简便一些. 取基函数 f'ng与权函数 fwmg分别

为下列本征值问题中的本征函数 8<:A'n D �n'n

Aawn D �nwn

由数学理论,他们的本征值应互为共轭,而本征函数应有双正交关系 (即双正交模) ,即:8<:�n D ��
n

hwm; 'ni D ımn

ŒZ�的元素被对角化:

Zmn D hwm;A'ni D �nımn

故算子方程的解为:

U D

NX
nD1

hwn; f i��1
n 'n
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