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第 11章 分数阶 Fourier分析
自从法国科学家 Fourier在 1807年为了得到热传导方程简便解法首次提出 Fourier分析技

术以来, Fourier变换迅速得到了广泛应用,在科学研究与工程技术的几乎所有领域发挥着重要

的作用. 但随着研究对象和研究范围的不断扩展,也逐步暴露了 Fourier变换在研究某些问题的

局限性. 这种局限性主要体现在: 它是一种全局性变换,得到的是信号的整体频谱,因而无法表

述信号的时频局部特性,而这种特性正是非平稳信号的最根本和最关键的性质. 为了分析和处

理非平稳信号,人们提出并发展了一系列新的信号分析理论: 分数阶 Fourier变换、短时 Fourier

变换、Wigner 分布、Gabor 变换、小波变换、循环统计量理论和调幅 -调频信号分析等. 而分数

阶 Fourier变换作为一种新的信号分析理论与方法引起了广泛关注[61].

分数阶 Fourier变换 (FRFT, Fractional Fourier Transformation)的概念很早就被导出,直到 1980

年 Namias[36] 把 FRFT定义为传统 Fourier变换的分数幂的形式,并揭示了 FRFT的几个特性,

开始了 FRFT严格的数学定义. 他将是分数阶 Fourier变换作为 Fourier变换算子的非整数次幂

运算结果来引进的. 基本的想法是把经典 Fourier变换的全部特征值作为一般的复数进行幂次

运算, 将所得结果作为一个新变换的特征值并利用 Fourier变换的特征函数二者合一, 从而构

造得到与前述幂次相同的分数阶 Fourier变换. 因此, V. Namias研究的分数阶 Fourier变换是经

典 Fourier变换在分数级次上的推广.

1987年, A. C. McBride和 F. H. Kerr用积分形式从数学上严格定义了分数阶 Fourier变换[31].

1993年Mendlovic、Ozaktas和 Lohamann给出了分数阶 Fourier变换的光学实现 [33, 38],并将之应

用于光学信息处理. 由于采用光学设备很容易实现分数阶 Fourier变换,所以分数阶 Fourier变换

首先在光信号处理中得到了广泛的应用. 然而,由于一直没有找到分数阶 Fourier变换的快速算

法,使得其在电信号处理应用领域中一直没有能占据其应有的位置.

1994年, Almeida[1] 指出分数阶 Fourier变换可以理解为时频平面的旋转. 20世纪 90年代

中期,人们提出了几种 FRFT的离散化方法 [5, 40, 41]. 其中以 Ozaktas[39] 提出的分解型的快速算

法最具应用价值. Ozaktas将分数阶 Fourier变换的离散化过程分解为离散卷积的运算,并借助

与 FFT来实现,从而使离散 FRFT的计算具有可以和 DFT的计算相比拟的运算量.

1995年,施纯青 (C. C. Shih)[48] 首先提出了复数阶 Fourier变换 –态函数叠加的方法,利用经

典 Fourier变换整数幂运算的 4周期性质将新的分数阶 Fourier变换定义成四个态函数的线性组

合,其组合系数是分数阶 Fourier变换幂次的函数. 分数阶 Fourier变换的理论和方法近年来已经

成为国内外的一个研究热点.

11.1 分数阶微积分

分数阶微积分是一个研究任意阶次的微分、积分算子特性及应用的数学问题,其发展几乎

与整数阶微积分同步. 分数阶导数的设想最早由 L’Hopital 和 Leibniz 于 1695 年提出. 随后,

Laplace、Fourier、Abel等数学家都曾提出过关于分数阶微分的定义. 1823年 Liouville给出了第
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一个广为接受的分数阶导数的定义; 1847年, Riemann在此基础上又作了进一步的补充,从而形

成了较为完备的 Riemann-Liouville分数阶微积分定义. 此后, Grünwald和 Letnikov联合提出使
用更为广泛的 Grünwald-Letnikov分数阶微积分定义. 其中不仅微分、积分算子有统一的表达式,

而且更易于数字实现. 近 20年来,分数阶微积分开始较多地用于实际工程.

11.1.1 定义的引入

I. Riemann-Liouville分数阶微积分

考虑一个积分下限为 c 的 n重积分式[34]

cD�n
x f .x/ D

ˆ x

c

dx1

ˆ x1

c

dx2

ˆ x2

c

dx3 � � �

ˆ xn�1

c

f .t/ dt (11.1)

其中 f 在积分界 Œc; b�内连续, b > x. 考虑另一函数 G.x; t/在 Œc; b�� Œc; b�上连续,则可以交换

积分次序 ˆ x

c

dx1

ˆ x1

c

G.x1; t / dt D

ˆ x

c

dt
ˆ x

t

G.x1; t / dx1 (11.2)

特别地,若 G.x; t/仅是 t 的函数,

G.x1; t / � f .t/

则式 (11.2)可写为

ˆ x

c

dx1

ˆ x1

c

f .t/ dt D

ˆ x

c

f .t/ dt
ˆ x

t

dx1 D

ˆ x

c

.x � t /f .t/ dt (11.3)

于是将二重积分化简为一重. 反复迭代这一过程至 n次,式 (11.1)化为

cD�n
x f .x/ D

1

�.n/

ˆ x

c

.x � t /n�1f .t/ dt (11.4)

显然,式 (11.4)的右端对任何实部大于 0的 n都有意义,于是将

d��f

Œd.x � c/��� D cD��
x f .x/ D

1

�.�/

ˆ x

c

.x � t /��1f .t/ dt; <.�/ > 0 (11.5)

称为 f 的 � 阶 Riemann分数阶积分. 一般地,称

�1D��
x f .x/ D

1

�.�/

ˆ x

�1

.x � t/��1f .t/ dt (11.6)
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为 Liouville分数阶积分. 称 c D 0的特例

0D��
x f .x/ D

1

�.�/

ˆ x

0

.x � t /��1f .t/ dt (11.7)

为 Riemann-Liouville分数阶积分.

到此我们已经为 D�� ;<.�/ > 0给出了分数阶积分的意义. 与之相对地,设 <.�/ > 0, n是大

于 <.�/的最小整数,令 � D n � �,则

0 < <.�/ 5 1

设 f 2 C ,定义 f .x/的 �阶分数阶微分为

cD�
xf .x/ D cDn

x

�
cD��

x f .x/
�

(11.8)

II. Grünwald的分数阶微积分

Grünwald给出了另一种分数阶微积分的定义 [37]. 考虑熟知的一阶微分的后向差分近似:

d1f

dx1
�

d

dx
f .x/ � lim

ıx!0

n�
ıx
��1�

f .x/ � f .x � ıx/
�o

(11.9)

类似地
d2f

dx2
� lim

ıx!0

n�
ıx
��2�

f .x/ � 2f .x � ıx/C f .x � 2ıx/
�o

(11.10)

从上述二式中可以看出,我们可以用二项式系数和交替变换的符号来构造这一差分格式,这

样,对于正整数 n,有如下的一般表达式:

dnf

dxn
� lim

ıx!0

�
ıx
��n

nX
j D0

Œ�1�j

 
n

j

!
f .x � jıx/ (11.11)

为了确定 ıx ! 0的形式, 也为了便于与积分形式统一, 这里使 ıx 以离散方式趋于 0, 选

择 ıNx � Œx � c�=N; N D 1; 2; : : :,其中 c 是比 x 小的数值,则 n阶导数可定义为

dnf

dxn
� lim

ıN x!0

�
ıNx

��n
nX

j D0

Œ�1�j

 
n

j

!
f .x � jıNx/ (11.12)
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注意到 j > n, n为整数时,
�

n
j

�
D 0,于是上式可改写为

dnf

dxn
� lim

ıN x!0

�
ıNx

��n
N �1X
j D0

Œ�1�j

 
n

j

!
f .x � jıNx/

� lim
ıN x!0

hx � c

N

i�n
N �1X
j D0

Œ�1�j

 
n

j

!
f
�
x � j

hx � c

N

i� (11.13)

再来看积分的情况. 首先用 Riemann和的极限来表示积分,有

d�1f

Œd.x � c/��1
�

ˆ x

c

f .y/ dy

� lim
ıN x!0

n
ıNx

�
f .x/C f .x � ıNx/C f .x � 2ıNx/C � � � C f .c C ıNx/

�o
� lim

ıN x!0
ıNx

N �1X
j D0

f .x � jıNx/

(11.14)

其中 ıNx 定义同前,若类似地做二重积分,有

d�2f

Œd.x � c/��2
�

ˆ x

c

dx1

ˆ x1

c

f .x0/ dx0

� lim
ıN x!0

n�
ıNx

�2�
f .x/C 2f .x � ıNx/C 3f .x � 2ıNx/C � � � CNf .c C ıNx/

�o
� lim

ıN x!0

�
ıNx

�2 N �1X
j D0

.j C 1/f .x � jıNx/

(11.15)

类似地,若做 n重迭代之后,可以找出系数的规律

d�nf

Œd.x � c/��n � lim
ıN x!0

�
ıNx

�n N �1X
j D0

 
j C n � 1

j

!
f .x � jıNx/

� lim
ıN x!0

hx � c

N

in
NX

j D0

 
j C n � 1

j

!
f
�
x � j

hx � c

N

i� (11.16)

比较式 (11.16)和 (11.13),注意到二项式系数的性质

Œ�1�j

 
n

j

!
D

 
j � n � 1

j

!
D

�.j � n/

�.�n/�.j C 1/
(11.17)
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可以得出一个微积分的统一表达式

dvf

Œd.x � c/�v
� lim

N !1

1

�.�v/

hx � c

N

i�v
N �1X
j D0

�.j � v/

�.j C 1/
f
�
x � j

hx � c

N

i�
(11.18)

c D 0时,也写作

Dvf .x/ D lim
n!1

1

�.�v/

�x
n

��v
n�1X
j D0

�.j � v/

�.j C 1/
f
�
x � j

x

N

�
(11.19)

Grünwald的定义是比较基础的,计算时并不一定要直接求取极限,只需取 n为较大值即可获

得渐近结果.

11.1.2 分数阶微积分的性质

分数阶微积分具有一系列有趣的数学性质,其中一些主要性质如下[15]:

1. 分数阶微积分算子是线性算子,故满足一般的线性、齐次和尺度关系：

d˛Œf1.x/C f2.x/�

dx˛
D

d˛f1.x/

dx˛
C

d˛f2.x/

dx˛
(11.20)

d˛Af .x/

dx˛
DA

d˛f .x/

dx˛
(11.21)

对于积分下界 c D 0;
d˛f .Cx/

dx˛
DC ˛ d˛f .Cx/

d.Cx/˛
(11.22)

2. 分数阶微积分具有半群的特征

0D˛
c 0Dˇ

c f .x/ D 0Dˇ
c 0D˛

cf .x/ D 0D˛Cˇ
c f .x/ (11.23)

3. 分数阶微积分和传统微积分的一个显著区别就是,连续函数在某点上的分数阶微分并不

是在该点处求极限,而是与初始时刻至该点以前所有时刻的函数值有关,因此它具有 “记

忆”特性.

4. 下面我们观察对于常数函数 f .x/ D A的分数阶微分. 对于下界为 c 的 ˛次微分而言

cD˛
xf .x/ D

d˛f .x/

d.x � c/˛
D

d˛A

d.x � c/˛
D

A

�.1 � ˛/
.x � c/�˛; 对于 x > c: (11.24)

可以发现,对于常数的 ˛阶分数阶微分不为零.
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5. 对于 Dirac ı函数和阶跃函数的分数阶微积分也较为特殊. 对于 ˛ < 0,

cD˛
xı.x � d/ D

1

�.�˛/
.x � d/�˛�1; 对于 c < d < x: (11.25)

对于 ˛ > 0的情况可以用式 (11.8)求解. 对于阶跃函数,

cD˛
xU.x � d/ D

1

�.1 � ˛/
.x � d/�˛; 对于 c < d < x: (11.26)

6. 分数阶微积分也可以用于描述很多特殊函数,例如, Bessel函数 J�.x/ (� 可以是非整数)可

以表示为

J�.x/ D
1

p
 .2x/�� 0D

��� 1
2

x2

cos x

x
(11.27)

7. 分数阶微分的 Fourier变换. 我们熟知的整数阶 Fourier变换公式

F
h
f .n/.x/

i
D . j!/nF.!/ (11.28)

显然,若将其中的 n加以推广,到任意实数或复数 �,再进行 Fourier反变换,就可以得到分

数阶微分结果. 若 � < 0,则可以得到分数阶积分结果. 如图 11.1是对高斯脉冲作不同阶

数微分后的结果.

(a) � D 0 (b) � D 0:25 (c) � D 0:5 (d) � D 0:75

(e) � D 1 (f) � D 1:5 (g) � D 2 (h) � D 3

图 11.1 对高斯脉冲作分数阶微分

第 196页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记

11.2 分数阶 Fourier变换

Fourier变换将相对独立的时域和频域联系起来,从整体上展示信号曾经出现过的频率成分,

适于分析确定性信号和平稳信号. 对频率成分随时间变化的非平稳信号提出了时频分析, 它

将一维的时域信号映射为二维的时频平面,全面反映信号随时间变化的频率分布特征. Fourier

变换是一种线性算子, 在时频平面, 若将其看作从时间轴逆时针旋转  =2 到频率轴, 则分数

阶 Fourier变换算子就是可旋转任意角度 ˛的算子,可以认为分数阶 Fourier变换是 Fourier变换

的一种推广.

11.2.1 FRFT的定义

分数阶 Fourier变换的变换核 K˛ 定义为[2]

K˛.t; u/ D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

r
1 � j cot˛

2 
e j 1

2
.t2Cu2/ cot ˛� jut csc ˛ ˛ ¤ n 

ı.t � u/ ˛ D 2n 

ı.t C u/ ˛ D .2nC 1/ 

(11.29)

一种较为方便的算法中可以预先作变换

r
1 � j cot˛

2 
D

s
� je j˛

2  sin˛
(11.30)

于是 x.t/的 ˛次 FRFT就可表示为

X˛.u/ D

ˆ 1

�1

x.t/K˛.t; u/ dt

D

8̂̂̂̂
<̂
ˆ̂̂:

r
1 � j cot˛

2 
e j u2

2
cot ˛

ˆ 1

�1

x .t/ e j t2

2
cot ˛� jut csc ˛ dt ˛ ¤ n 

x.t/ ˛ D 2n 

x.�t / ˛ D .2nC 1/ 

(11.31)

由此可以看出, FRFT的运算可以分为如下四步:

1. 乘以 chirp信号, chirp信号即频率随时间线性增加的信号;

2. 作 Fourier变换,其中自变量有尺度变换 csc˛;

3. 再乘以 chirp信号;

4. 再乘以复常数.

图 11.2给出了一个宽度为 2,幅度为 1的脉冲信号,在不同 ˛角度下得出的 FRFT变换结果.

其中实线为实部,虚线为虚部.
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0−2 2−4 4

1

2

(a) ˛ D
 

90

0−2 2−4 4

1

2

(b) ˛ D
 

30

0−2 2−4 4

1

2

(c) ˛ D
 

10

0−2 2−4 4

1

2

(d) ˛ D
 

6

0−2 2−4 4

1

2

(e) ˛ D
 

4

0−2 2−4 4

1

2

(f) ˛ D
 

2

图 11.2 脉冲信号的 FRFT变换

11.2.2 FRFT的性质

令F˛ 代表旋转 ˛角度的 FRFT变换. 其一些重要性质如下:

1. F0为单位算子. F2 对应做 4次普通 Fourier变换,故也为单位算子. F0 D F2  D I .

第 198页 http://www.jlao.net/emnotes



计算电磁学笔记

2. F =2为普通 Fourier变换.

3. 线性特性. F˛ Œax.t/C by.t/� D aX˛.u/C bY˛.u/.

4. 旋转叠加. F˛Fˇ D F˛Cˇ .

5. 时间反转. F˛ Œx.�t /� D X˛.�u/.

6. 反变换. �˛阶 FRFT是 ˛阶 FRFT的反变换. F�˛F˛ D F˛�˛ D F0 D I .

7. Parseval定理. Parseval定理也可以推广到 FRFT.

ˆ 1

�1

x.t/y�.t/ dt D

ˆ 1

1

X˛.u/Y
�
˛ .u/ du (11.32)

以及功率保持特性 ˆ 1

�1

jx.t/j2 du D

ˆ 1

�1

jX˛.u/j
2 du (11.33)

8. 时移特性

F˛ Œx.t � �/� D e j �2

2
sin ˛ cos ˛� ju� sin ˛X˛.u � � cos˛/ (11.34)

9. 频移特性

F˛

�
x.t/ e jvt

�
D e� j v2

2
sin ˛ cos ˛C juv cos ˛X˛.u � v sin˛/ (11.35)

10. 尺度特性

F˛ Œx.ct/� D

s
1 � j cot˛

c2 � j cot˛
exp

�
j
u2

2
cot˛

�
1 �

cos2 ˇ

cos2 ˛

��
Xˇ

�
u sinˇ

c sin˛

�
; 其中 cotˇ D

cot˛

c2

(11.36)

11. 微分特性

F˛

�
x0.t/

�
D X 0

˛.u/ cos˛ C ju sin˛X˛.u/ (11.37)

12. 积分特性

F˛

�ˆ t

a

x.t 0/ dt 0
�

D sec˛e� j u2

2
tan ˛

ˆ u

a

X˛ .z/ e j z2

2
tan ˛ dz; 其中 ˛ ¤

�
nC

1

2

�
 

(11.38)

13. 倍乘特性

F˛ Œtx.t/� D u cos˛X˛.u/C j sin˛X 0
˛.u/ (11.39)

14. 倍除特性

F˛

�
x.t/

t

�
D j sec˛e j u2

2
cot ˛

ˆ u

�1

x.z/ e� j z2

2
cot ˛ dz; 其中 a ¤ n  (11.40)
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15. 对于实信号 x.t/,有对称特性

X�
˛ .u/ D

 r
1 � j cot˛

2 

!� ˆ 1

�1

x� .t/ e� j u2Ct2

2
cot ˛C jut csc ˛ dt

D

r
1 � j cot˛

2 

ˆ 1

�1

x .t/ e j u2Ct2

2
cot.�˛/� jut csc.�˛/ dt

DX�˛.u/

(11.41)

11.2.3 FRFT与时频分析

分数阶 Fourier变换是角度为 ˛ 的时频面旋转. 这个性质建立起分数阶 Fourier变换与时频

分布间的直接联系,并且为分数阶 Fourier域理解为一种统一的时频变换域奠定了理论基础,同

时也为分数阶 Fourier变换在信号处理领域中的应用提供了有利条件. 以Wigner分布 (WD)为

例,信号 x 的WD定义为

X.t; !/ D

ˆ 1

�1

x
�
t C

�

2

�
x�
�
t �

�

2

�
e� j!� d� (11.42)

通过适当代换积分变量,也可以化为

X.t; !/ D 2e2 j!t

ˆ 1

�1

x.�/x�.2t � �/e�2 j!� d� (11.43)

利用式 (11.34) FRFT的时移特性,可将 x�.2t � �/表示为

x�.2t � �/ D

ˆ 1

�1

X�
˛ .�z C 2t cos˛/e�2 jt2 sin ˛ cos ˛C2 jzt sin ˛K˛ .�; z/ dz (11.44)

于是

X.t; !/ D2e2 j!t

ˆ 1

�1

x.�/

ˆ 1

�1

X�
˛ .�z C 2t cos˛/e�2 jt2 sin ˛ cos ˛C2 jzt sin ˛K˛ .�; z/ e�2 j!� d� dz

D2e2 j!t

ˆ 1

�1

X�
˛ .�z C 2t cos˛/e�2 jt2 sin ˛ cos ˛C2 jzt sin ˛

ˆ 1

�1

x.�/e�2 j!K˛.�;z/� d� dz

(11.45)

利用式 (11.35)的频移特性,计算里面一重积分,有

X.t; !/ D 2e2 j!t

ˆ 1

�1

X˛ .z C 2! sin˛/X�
˛ .�z C 2t cos a/ ·

e�2 j.t2C!2/ sin ˛ cos ˛C2 jzt sin ˛�2 jz! cos ˛ dz (11.46)
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作变量代换 " D z C ! sin˛,可得

X.t; !/ D 2e2 j!t

ˆ 1

�1

X˛ ."/X
�
˛ .�"C 2t cos˛ C 2! sin˛/ ·

e2 j.!2�t2/ sin ˛ cos ˛C2 j".t sin ˛�! cos ˛�4 j!t sin2 ˛/ d" (11.47)

如果我们作变量代换 8<:u D t cos˛ C ! sin˛

v D �t sin˛ C ! cos˛
(11.48)

化简后可以得到

X.t; !/ D 2e2 juv

ˆ 1

�1

X˛."/X
�
˛ .2u � "/ e�2 jv" d" (11.49)

t

u

v

图 11.3 时频平面逆时针旋转 ˛

这正是采用 .u; v/ 坐标系计算的 WD. 此式证明了 X˛

的WD就是 x 的WD坐标轴旋转 ˛. 如图 11.3所示. 类似的

关系对于模糊函数修正的短时 Fourier变换和谱图依然成立.

分数阶 Fourier变换提供了信号从时域到频域全过程的综合

描述,随着阶数从 0连续增长到 1,分数阶 Fourier变换展示

出信号从时域逐步变化到频域的所有变化特征. 可见,分数

阶 Fourier变换实际上体现了一种统一的时频观,是介于时

域和频域之间的信号时频分析方法,可以为信号的时频分析

提供更大的选择余地.
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